Dnia 9 listopada 2000 roku, na cmentarzu Rakowickim w Krakowie, pozegnano na zawsze
dr. inz. Lestawa Turkiewicza, adiunkta w Zakladzie Elektrotechniki, Wydzialu Elektrotechniki,
Automatyki, Informatyki i Elektroniki Akademii Gérniczo-Hutniczej.

Lestaw Turkiewicz urodzit si¢ 9 lutego 1939 roku w Nowym Saczu, w rodzinie nauczyciel-
skiej, ktéra wkrotce po wojnie osiedlita sie w Krakowie. Tu ukoniczyt szkole podstawowsq
(1952), liceum im. B. Nowodworskiego (1956) oraz studia z zakresu elektrotechniki w Aka-
demii Goérniczo-Hutniczej (1962). W okresie licealnym wykazywal wszechstronne uzdolnienia:
humanistyczne, zainteresowanie literaturg, kulturg klasyczng, teatrem i muzyka, jak réwniez
zdolnosci do nauk $cistych.

Po ukoniczeniu studiéw podjal prace w Katedrze Elektrotechniki Ogoélnej, kierowanej przez prof.
Stanistawa Kurzawe. Znalazt tu okazje¢ do rozwinigcia i wykorzystania swego talentu matematycz-
nego. W przepisowym terminie obronit z wyréznieniem prace doktorska pt. ,Parobiegunnikowa
reprezentacja obwodéw elektrycznych” (1971), za ktéra otrzymat éwczesng Nagrode Ministra.
Bardzo tworcza prace naukowa — gléwnie badania teoretyczne — cechujaca sie Scistoscia, logika
i prostotg mysli, uzupetniat pracg dydaktyczna, w ktorej Jego rzetelnoé¢ a takze wymagania, jak
réowniez sprawiedliwe oceny, byly prawie przystowiowe. Byt za to wielokrotnie nagradzany przez
zwierzchnikéw i wyrézniany przez studentéw. W prowadzonym przez Niego studenckim kole
naukowym zdobywalo doswiadczenie wielu obecnych pracownikéw Wydziatu.

Wsréd wspoétpracownikéw z Zaktadu Elektrotechniki cieszyt sie duzym szacunkiem i autorytetem.
Bez przesady mozna powiedzieé, ze byl sumieniem tego Zakladu. W kazdej trudnej sytuacji
czekano na Jego zdanie, chociaz czesto nie bez obawy. Wiedziano bowiem, Zze ocena sytuacji,
ktéra przedstawi bedzie trafna i sprawiedliwa, ale nie zawsze lfatwa do przyjecia: ze czasem
bedzie sie trzeba przyznaé do bledu lub zmieni¢ swoje postepowanie, a jezeli nie — to pozostanie
zy¢ z poczuciem winy.

W latach 1972-1977 dr Lestaw Turkiewicz byl zastepca redaktora Zeszytéw Naukowych AGH
serii ,Elektryfikacja i mechanizacja gérnictwa i hutnictwa”.

Pozanaukowe zamilowania realizowal w pelni w zyciu rodzinnym. W roku 1964 zawart zwigzek
malzeniski z Danutg Lenart (wéwczas studentka UJ, obecnie — doktor nauk fizycznych). Nie
,mie¢” lecz ,by¢” — widzie¢, slyszec i przezywacé bylo zasada postepowania w Jego rodzinie. Stad
liczne wycieczki w dolinki i w géry, podpatrywanie przyrody, zwiedzanie miejsc historycznych,
rozmowy ze spotykanymi ludZmi i patriotyczne wychowywanie dzieci. Przedwczesna $mier¢ syna
Michata (1980) spowodowata ogromng zmiane w zyciu $p. Lestawa. Odkladajac na bok osobista
kariere naukowa poswiecil sie¢ dydaktyce i pracy spolecznej. Angazowal si¢ w organizowanie
Solidarnosci w AGH oraz w budowe kosciota i tworzenie parafii na swoim osiedlu. Zyl wtedy
w znacznej mierze dla innych: chorych, starszych i cierpigcych.

Powrotem do szkolnej dzialalnosci literackiej staly sie Jego felietony systematycznie publikowane
w BIP-ie i sygnowane skromnie litera , /L/”. Przez prawie 5 lat, odnoszac sie¢ do aktualnych
wydarzenri, nawigzywal do historii, wydobywal z niej dobre wzorce, a Czytelnikowi zostawiat

zawsze prawo do osobistej oceny (i trwania w bledzie).

Postepujaca choroba coraz bardziej ograniczata Jego dziatalnosé, do korica jednak, z pomoca Zony
i studentéw, na wozku inwalidzkim zjawiat sie, by odby¢ zajecia dydaktyczne.

Dr inz. Lestaw Turkiewicz zmart 5 listopada 2000 r.

opracowano na podstawie materiatow BIP AGH, 2000



Wstep

Opracowanie pt. ,Elementy Teorii Obwodéw — Materialy do Wyktadu” stanowia no-
tatki, przygotowane przez naszego przedwczesnie zmartego Sp. Kolege i Przyjaciela dr.
inz. Leszka Turkiewicza do wykladu z Teorii Obwodéw dla studentéw Wydziatu Elek-
trotechniki, Automatyki, Informatyki i Elektroniki AGH. Jest to opracowanie niezwykle
cenne, dlatego nie dokonywaliémy w nim zadnych zmian i uzupelnieri. Trzeba jednak
pamietaé, ze wyswietlanym na ekranie w trakcie wykladu notatkom, towarzyszy? ko-
mentarz ich Autora, pefen pasji, refleksji i glebokich przemysleni. Tego wszystkiego nikt
z nas nie jest w stanie uzupelnié¢. Dlatego czytelnik czesto bedzie zmuszony sam poszu-
kiwa¢ uzasadnienia dla takiego a nie innego postepowania Autora przy analizowaniu
konkretnych obwodéw elektrycznych. JesteSmy przekonani, ze trud ten optaci sie z caly
pewnoscig i da satysfakcje zmagajacemu si¢ z tajnikami teorii obwodéw przysztemu
inzynierowi elektrykowi. Natomiast tym, ktérzy trudowi temu nie podofaja powinien
uswiadomié, ze ich wiedza elektryczna wymaga znaczacych uzupetnien.

Publikacja tego opracowania pragniemy jako Koledzy i Przyjaciele zlozy¢ hotd Sp.
dr. inz. Leszkowi Turkiewiczowi. Pamie¢ o Jego niezwyklej osobowosci i pasji jako
inzyniera, pracownika naukowego, a moze nade wszystko humanisty pozostanie na
zawsze w naszych sercach. Pamietamy Jego zmagania z nieuleczalng choroba, pamigtamy
Jego usmiech i poczucie humoru, pamietamy Jego troske o kazdego znajdujacego sie
w potrzebie, pamietamy Jego zaangazowanie w nauczanie studentéw (czesto niestety
Zle rozumiane), ktérym bez reszty poswiecit swoje zycie. ChcielibySmy aby publikacja
ta zamieszczona na stronach Internetu, przyblizata pamieé o tej Niezwyklej Postaci
obecnym i przyszlym studentom i absolwentom Naszego Wydziatu.

W imieniu Pracownikéw Zakladu Elektrotechniki
Prof. Stanislaw Mitkowski

Krakéw, 10 lutego 2002 roku
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Obwdd elektryczny i jego aksjomatyka

W realnych urzadzeniach elektrycznych (Scislej — elektroenergetycznych) dokonujg sie
przemiany energii (jej form i parametréw) — generatory, silniki, urzadzenia grzewcze,
transformatory itd.

U podstaw dzialania tych urzadzeni tkwig zjawiska opisane réwnaniami pola elektro-
magnetycznego (z niezbednymi uproszczeniami).

Modelowanie (reprezentacja) polowych zjawisk energetycznych — zastosowanie ,, obwo-
déw elektrycznych”.

Definicja. Obwdd elektryczny jest modelem realnego ukladu (urzqdzenia) elektrycznego (elek-
tromechanicznego), ktdry reprezentuje zjawiska energetyczne uktadu, z mniejszq lub wigkszqg
doktadnoscig.

Zalozenia upraszczajace: liniowos¢ (spelnienie zasady superpozycji), stacjonarnosé (pa-
rametry ukladu nie zaleza od czasu), zaniedbanie emisji fal elektromagnetycznych —
,obwody SLS”.

Rozpatruje si¢ réwniez:

m obwody nieliniowe,

m obwody o parametrach ,rozlozonych” (przeciwienistwo ,skupionych”), na przyktad
,tor dlugi”,

m obwody niestacjonarne (na przyktad parametry zmieniajq si¢ w czasie periodycznie).

Réwnania obwodéw elektrycznych sg na ogét prostsze od réwnar pola, ale maja moty-
wacje polowa.

Niekoniecznie badany (rozwigzywany) obwéd musi by¢ modelem istniejacego, realnego
uktadu — analiza teoretyczna bez wymogoéw aplikacyjnych.



Prad i napiecie

Prad przewodzenia (Srodowisko przewodzace), parametr y [Sm‘1]

Sp

=

i

{70=0 EJ
70:0

E [V / m] — wektor natezenia pola elektrycznego (podtrzymywanego przez Zrédio)

] [A/mz] — wektor gestosci pradu
] = yf (lokalne prawo Ohma)
i [A] g f J-ds «— strumien wektora | przez plat S
S

J-ds =] cosads

ds — wzdluz normalnej n (do S), zwrot okresla orientacja i

S — plat na dowolnej, niekoniecznie plaskiej powierzchni przekroju poprzecznego
(ograniczony brzegiem przewodnika)

S’ — inny pfat
Sy — powierzchnia brzegu

Dygresja

f f% = f 7@ (oczywiste, dowolno$¢ wyboru S)
S ’

ff-d—sb:o

Sp
ff.@+f7.%+f7.d—sb:q>g%:o
s S S

Y =5 USUS, — powierzchnia zamknieta

do — wektorowy element powierzchni X (w kazdym punkcie — wzdluz normalnej
zewnetrznej do L)



Prad przesunigcia (Srodowisko dielektryczne), parametr ¢ [Fm‘l]

QQ+dQ -Q,-(Q+dQ)

Q = Q(t) = D = D(t) = ¢E(t) [As/mZ]

D — wektor indukdji elektrycznej
— uklad pojemnosciowy (B; i B, — bryly przewodzace)

— pole elektryczne — zmienne w czasie, lecz quasi-stacjonarne, podtrzymywane przez
Zrédto zmiennego w czasie napiecia.

Przez dowolny przekrdj poprzeczny przewodéw doprowadzajacych w elementarnym
czasie dt przeplywa elementarny fadunek dg — prad przewodzenia

_
ot
przy czym dq zmienia fadunek zgromadzony na B; i By:

dQ =dy.

i

Prad przesuniecia (sztuczny)

,df dQ
==
uzupelnia prad przewodzenia, plynacy do B; i od B, (zakladajac, ze dg = dQ > 0).

Poniewaz tadunki +Q i —Q rozkladaja sie odpowiednio na powierzchniach bryt B; i B,
z gestodciami o4 [As/ mz] oraz o, (sgno, = —sgn o) oraz zachodzi:

D_1 =1,01 (na S, 1, — wektor jednostkowy wzdtuz normalnej zewnetrznej do s;)

D, = analogicznie,

otrzymujemy:

d d d (= — _ —
d—? == f71d31 == f(lnrl) -(1,ds1), (przy czym 1,ds; = ds;).
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Ostatecznie,
oD, — - —
i’ —f—l -dsy = f]{'d51 (oczywiste),
S

a zatem, na powierzchni bryly B; (od strony zewnetrznej) gestos¢ pradu przesuniecia E

6D1

[As/m ] Wynosi

i analogicznie na powierzchni bryly B,.

Ciaglos¢ pradu przesuniecia w calym obszarze dielektryka bedzie zapewniona, gdy na
dowolnej powierzchni S (rysunek)

— oD
]’:6—, a wiec z—f— ds,

gdzie ds — wektorowy element powierzchni S.
Dygresja

W przypadku nieidealnego srodowiska dielektrycznego /¢,y/ wystapi zaréwno prad
przewodzenia jak i przesuniecia, a jego gestos¢ wypadkowa:

- OE
w = = E —_—
I J+] +€6t

Wyplyw pelnego (wypadkowego) pradu przez powierzchnie zamknietg X jest réwny
Zero:

56 (7 + 7’) -ds =0 — warunek cigglosci pelnego pradu,
z
czyli

957'%:_567'%:__
z z

Tym samym

dtggf%:—
X

Oczywistym jest, ze wyplyw pradu przewodzenia z obszaru ograniczonego powierzchnia
Y. moze dokona¢ si¢ jedynie kosztem ubytku —dQ tadunku zawartego w tym obszarze.



Napiecie

Wielkoé¢ ta dotyczy pary punktéw A i B w obszarze pola elektrycznego (stacjonarnego
lub quasi-stacjonarnego), zaréwno w srodowisku dielektrycznym jak i przewodzacym.

B
u:uAB:fE-E[V]:gDu—(ph
A

(catka liniowa wzdtuz dowolnego tuku .%); ¢4 p — potencjaly

E-dl = Ecospdl
Dygresja
Poniewaz wybér fuku miedzy A i B w polu stacjonarnym (potencjalnym) jest dowolny,
B B
u=u; ff-dl = fEE — 96?@ =0 (warunek bezwirowosci)
Ay Ap x

gdzie K = LU L' — petla (kontur).



Elementy obwodu elektrycznego

W ujeciu graficznym, obwdéd elektryczny mozna identyfikowac ze zbiorem polaczonych ze
soba elementéw (w najprostszej wersji — dwukorficowkowych), aktywnych i pasywnych.

W ujeciu Scisle analitycznym, obwdéd jako ,, model” mozna by identyfikowa¢ z ukladem
réwnan, opisujacych wszystkie powigzania (wiezy) wielkosci charakteryzujacych ten
model. Obydwa ujecia muszg by¢ réwnowazne, czyli modelowi graficznemu mozna
przypisa¢ model analityczny i na odwro6t.

O ile jednoznacznos$é modelu analitycznego jest bezdyskusyjna, o tyle przyporzadko-
wanie obwodu graficznego ukladowi réwnant moze by¢ na ogét dokonane na wiele
sposobow.

Elementy aktywne to niezalezne Zrédta napiecia i pradu (reprezentuja urzadzenia zasila-
jace), lub Zrédla sterowane (wystepuja z reguly w modelach obiektéw elektronicznych).

Elementy pasywne (R, L, C) symbolizuja odpowiednio:

m rozpraszanie energii, czyli przemiane energii elektrycznej na cieplng (lub mechaniczng),
m gromadzenie (konserwacje) energii w polu magnetycznym ukladu,

m gromadzenie energii w polu elektrycznym.

Réwnania definicyjne (a zarazem — funkcjonowanie elementéw) stanowia po prostu za-
leznosci napieciowo-pradowe u(i) lub/i pradowo-napieciowe i(1), umotywowane opisem
adekwatnych zjawisk fizycznych.

Definicje parametréw R, L, C angazujg jednak wielkosci polowe (na przyklad E, ]) oraz
stale materiatowe (), ¢, u).

Scistos¢ opisu elementéw wymaga orientacji napie¢ i pradéw (wzgledem koricéwek).
W praktyce stosuje sie¢ tak zwane ,strzatki zwrotu”, ktére wskazujg albo hipotetyczny
kierunek ruchu tadunkéw dodatnich (zwrot pradu), albo koricowke o hipotetycznie
wyzszym potencjale (zwrot napiecia).

Jesli badana, ,zastrzatkowana” wielkos¢ okaze si¢ dodatnia, to przyjeta a priori strzatka
wskazuje zwrot rzeczywisty (i na odwrét).



Przyklad

u) i(t) = Asinwt, A>0

-
ﬂb u(t) =Bcoswt, B>0

Prad (fadunki dodatnie) ptynie od ,a” do ,b” (jak wskazuje strzatka), gdy i(t) > 0, czyli
w przedziatach czasu (0, im, (T, %T) itd., a w pozostatych przedziatach — od ,b” do ,a”,
T=2

Analogicznie, ¢, > ¢, w przedziatach (0, %T), (%T, T) itd., w ktérych cos wt > 0.

Przy okazji zauwazmy, ze zaleznos¢ u(i) musi by¢:

i
—, const > 0.
dt

u(t) = const
Zrédla niezalezne

symbole graficzne:

1) (1) 2) Uj

Zrédlom przypisujemy wyjatkowo oznaczenia:
e [V] — napiecie Zrédiowe
j[A] — prad Zrédlowy (zamiast u, i).

D ut)=e() u# fli) e
) ' ) wiasnosci definicyjne
2) i) = jt); i# f(u))
Jak widag, istotg definicji jest negacja zaleznosci napiecia Zrédlowego od pradu i, Zrédia
oraz zaleznosci pradu Zrédlowego od napigcia u;.

Napiecie Zrédlowe e(t) oraz prad Zrédlowy j(t), sa zadanymi a priori funkcjami czasu,
w szczeg6lnosci — stalymi.



Ilustracje

i=j  (i#f©)

ujzu—e

Zrédla sterowane

il =0 i2
— 0
uy 28]
pih
(o] ¢ O
Uy = iy

a) zrédlo napiecia sterowane napieciowo,
U1 — napiecie sterujace

il =0 i2
—» O O
U U
Yy
O L 4 O
i = Y U1

¢) Zrédlo pradu sterowane napieciowo,
u; — napiecie sterujgce

—_———
u

(u# £(7)

u=e,

le=1i+]

i1 i2

u, =0 Us

o
[
O

Uy = piy

b) zZrédlo napiecia sterowane pradowo,
iy — prad sterujacy

i1 ip

M1:0 Uz

aiq

Q
L
(o}

iz :Olil

d) zrédlo pradu sterowane pradowo,
iy — prad sterujacy

U, p [V / V], )4 [A/ V], a — state, wspoélczynniki sterowania



Przyklady obwodéw sprzecznych

e
=
=
~
S
=
~
=
[S)

Huy = 0 Qll

Opornosé (przewodnosé), element R(G)

Parametr zwany opornoscia dotyczy ograniczonego obszaru srodowiska przewodzacego,
ktérego otoczenie stanowi srodowisko nieprzewodzace (yo = 0).

W najprostszym i najbardziej typowym przypadku méwimy o opornosci fragmentu
przewodnika wiodacego prad, zawartego miedzy dwoma platami ekwipotencjalnymi.

u:uAB:(Pl_(PZ

©1

®

srodowisko liniowe
y=0

51, S, — ptaty ekwipotencjalne (powierzchni ekwipotencjalnych) w obszarze przewodnika

AESl, BESZ

(u =var. «— i =ovar.)

wybér S — dowolny (wykazac!)
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Przyklad: opornoéc¢ stabo przewodzacej izolacji linii wspé6tosiowej (kabla)

zalozenia: [ > r,, przewdd wewnetrzny (zyta) oraz powloka — idealne przewodniki —
platy ekwipotencjalne (powierzchnie walcowe)

u = const

Prad (od zyty do powtoki), i = f Jds = 2nmlr -J(r)
S SN——

S

E(r) = LM =1, ! , 1, — wektor jednostkowy
y 2nlyr

Przyjmujemy dla prostoty: dI = 1,dr, a zatem

2

N 2dr i 2
u—fE(r) 1rdr = 2y o= _2nlylnr1

r

(Ir-1r =1)
Ostatecznie
In2
Ri, = Yo _ onst
i 2nly

(Gdy r1 = 2, to Ri; = o0; gdy I /, Riz \)

element R
VN u(t) = Ri(t), R>0
o=y =} " = 1
i it = Gu(t), G=

i >0 < u >0 (prad plynie od ptata o wyzszym potencjale do ptata o nizszym potencjale)

12



Uwaga

Element R moze by¢ zastosowany w modelu graficznym (obwodzie) nie tylko jako
reprezentant opornosci konkretnego obiektu dwukonicéwkowego (rezystora, uzwojenia
itp.), ale réwniez w symbolicznym charakterze. Przykladowo, tak zwany schemat za-
stepczy transformatora (obwdd elektryczny) zawiera element R, ktéry symbolizuje tak
zwane straty w rdzeniu ferromagnetycznym, Czyli Zjawisko rozpraszania energii, jeéli
transformator jest zasilany napieciem sinusoidalnie zmiennym.

Réwniez obcigzenie (mechaniczne) silnika indukcyjnego reprezentuje w schemacie za-
stepczym element R, zalezny od poslizgu, a tym samym od predkosci obrotowe;j.

13



Galezie obwodu i jego struktura geometryczna, prawa Kirchhoffa

W obwodzie elektrycznym mozna wyodrebnié nie tylko pojedyncze elementy, ale réwniez
pewne zbiory elementéw, zwane galeziami, pofaczonymi ze sobg w punktach zwanych
wezlami.

Jesli dla pewnego dwukonicéwkowego zbioru elementéw znana jest zaleznos$¢ u(i) lub
i(u), to zbiér ten mozna potraktowac jako gataZ (w szczegdlnosci — pojedynczy element
pasywny lub aktywny).

Przyklady
-
*@—i:i—@ du=-e+Ri, (i=GClu+e)
l e R

| b)i=j+Gu, (u=R(-j)

A

A

Strukture geometryczng obwodu reprezentuje tak zwany graf obwodu /G/, w ktérym
kazda galaZz symbolizuje odcinek (tuk).

Konturem /K/ nazywamy zbiér galezi obwodu (lub podgraf jego grafu), ktéry tworzy
zamknieta droge, z zastrzezeniem, ze kazdy wezet wzdtuz niej nalezy do dwu galezi
(wezly drugiego rzedu)

Przyktadowo:
Kl = {1/ 3/ 6}/ KZ = {5/ 4/ 6}/ K3 = {1/ 2/ 4/ 6}

Jak wida¢, w kazdym z tych trzech konturéw wystepuje galaZz (wlasna), ktéra do
pozostatych nie nalezy: 3,5,2 odpowiednio.

Jest to z pewnoscia warunek wystarczajacy, by zbiér konturéw K;, K, K3 mozna uzna¢
za niezalezny.

14



Uwaga

(1

Ry

rys. 1 rys. 2
Zbiér {1, 2,4, 6,5} nie jest konturem, gdyz wezet ¢ w tym podgrafie jest wezltem trzeciego
rzedu.

Pekiem /P/ nazywamy minimalny zbiér galezi (podgraf), ktéry ma te wlasnos¢, ze ich
odciecie wytwarza dwa rozlaczne podgrafy G1 i Go: Gi NGy =@, (G1UGy) UP =G.

Pek nazywamy weztowym, jesli zbiér G; lub zbiér G, jest zbiorem pustym (G; = @ lub
Gy = ).

Pek mozna wyznaczy¢ przecinajac jednokrotnie niektére gatezie obwodu (grafu) krzywa
zamknietg (petla) — na rysunku linia przerywana zielonego koloru.

Przyktadowo:

Pl = {1/2/4/ 6}/ (Gl = {5}/ G2 = {3})
P, ={1,2,3}; (Gr=9, G;=1{6,54}

Uwaga

Zbiér {1,2,3,4} nie jest pekiem, bo nie jest minimalny. Napieciowe prawo Kirchhoffa
/NPK/ odnosi sie do dowolnego konturu.

Pradowe prawo Kirchhoffa /PPK/ dotyczy dowolnego peku. Sformulowanie PPK i NPK
wymaga orientacji gafezi. Nalezy réwniez zorientowac kontury (przyjac kierunki obiegu
drogi zamknietej) oraz peki — strzalki skierowane na zewnatrz lub do wnetrza obszaréw
ograniczonych petlami.
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Przyjmujac k, v, u jako odpowiednio wskazniki gatezi, pekéw i konturéw, k =1,2,...,¢
(liczba gatezi obwodu), prawa Kirchhoffa mozna zapisa¢ w postaci:

g
PPK (dla P,): Y, ayx ix =0, app = +11ub 0
k=1

8
NPK (dla KH): Z ﬁyk ur =0, ﬁyk =+11lub 0
k=1

ayx # 0 gdy gataz k € P,, w przeciwnym razie — zero
Bur # 0 gdy galaz k € Kj,u, w przeciwnym razie — zero

Znaki wspotczynnikéw kombinacji liniowych zalezg oczywiScie od orientacji gatezi
wzgledem orientacji pekéw i konturéw, do ktérych te galezie naleza.

Mnozac dowolne réwnanie przez —1 zmieniamy znaki wszystkich wspélczynnikéw
kombinagji, co jest rownowazne zmianie orientacji peku lub konturu.

Przykladowo, dla zbioru gatezi {1, 2,4, 6}, ktory jest zarazem pekiem i konturem, przy
zaznaczonej na rys. 1 orientacji peku P; i dla prawoskretnego obiegu konturu zachodzi:

NPK: 1/[1—1/[2+M4+1/l6:0
PPK: il—i2+j4—i6 =0
Uwaga

Specyfika rozpatrywanego obwodu umozliwia jego rozwigzanie (obliczenie nieznanych
pradow lub/i napie¢ gateziowych na podstawie nastepujacych, prostych réwnan:

ie =J3+ ja

A=kt } e1 — Ruia + ja) — Roin +es =0 /NPK dla {1,2,5}/

Uup — Uy + 65

; _81+€5—R1j3 ; _€1+€5+R2j3

2= " 5 5 1= 5 .
Ri+ R, ! Ri+ R,

is=1i)+ Ja

iR =16 — o = j3a+ ja— Jo

Ponadto:
ug = Reir, = Re(j3 + ja — jo)
Uy =es—ug = es + Re(jo — jz — ja)
Uj = Us — Rg].3 = uy — Ryir = uy — Ryin
Ro(er +e5 — Ryj,)
Ri+ R,

uj, = es+ Re(ja— jz — ja) —
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Komentarz

Pomijajac szczegdly wywodéw mozna stwierdzié, ze prawa Kirchhoffa maja naturalng
motywacje polowa, przynajmniej dla obwodéw rezystancyjnych (elementy R i Zrédta):
PPK wynika z warunku ciaglosci pradu,

957-%:0,
X

NPK — z warunku bezwirowosci,

95?@:0.
K

Mozna wykazaé, ze maksymalna liczba niezaleznych réwnan PPK wynosi d = w — 1,
maksymalna liczba niezaleznych réwnaft NPK wynosia =g —-d =g —-w +1, gdzie w —
liczba weztéw rozpatrywanego obwodu.

W powyzszym przykladzie: ¢ = 6, w =4 — d = 3, a = 3 (trzy niezalezne peki i trzy
niezalezne kontury).
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Moc

Moc, czyli szybko$¢ zmian energii jest wielkoscig przypisang dowolnemu elementowi,
lub dowolnej gatezi obwodu elektrycznego:

d o
it = Tt [w] = 1

Wielkos¢ tak okreslona moze by¢ zaréwno:

m moca energii pobieranej przez galaZ (moca pobierang), gdy zwroty napiecia i pradu
sg przeciwne (,orientacja odbiornikowa”), jak i

B mocq energii oddawanej (moca oddawanag), gdy zwroty sa zgodne (,,orientacja nadaj-
nikowa”).

P = Ppov = u(t)i(t)
P’ = Poaa = w' (H)i(t)
p'(t) = —p(t)

Podd = ui = (8 - Rl)l =ei—Ri* = —Ppobs  Ppob = Ri? — ei
. e R
A
U L

Zrédlom napiecia i pradu przypisujemy zazwyczaj moce oddawane;

Pe = e€le, Pj =Ujj

Elementom pasywnym przypisujemy moce pobierane, dla R:

R /G/

-
u
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pr = ui = Ri* = Gu* = ppop
pr(t) > 0 — rozpraszanie energii
Uwaga

Jesli obwod zawiera wiecej niz jedno Zrédlo, kazda z mocy moze by¢ dodatnia lub
ujemna (interpretacja oczywista).

Twierdzenie. MozZna wykazac, Ze suma mocy oddawanej przez Zrddla jest rdwna sumie mocy
pobieranych przez elementy pasywne.

Dowod

Dowdéd opiera sie wylacznie na prawach Kirchhoffa, czyli zalezno$ci uy(ix) lub ix(uy)
moga by¢ dowolne (na przyktad nieliniowe).

Przyklad
s
fe
<—

251

e (D
e ]

yi2

(oddawane) p. + p; = ei, + u;j =
=eiy +up(ip —iy) =
= (le + M1)i1 + Uiy — Upip =

= uyiy + Ugip = p1 + p»  (pobierane)

Energia (oddawana lub pobierana):

m w przedziale czasu (t1,t2), t2 > t

ty ty ty

f p(t)dt = f e(t)io(t) lub f () j(t)dt

t t 51
ty 5] fp

f u(bi(t)ydt =R f 2(tdt =G f u*(Hhdt R/

51 5] 51

AW =

jak wida¢, AWg > 0.
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m w przedziale czasu (0,t), t > 0

t t
Wr(0,t) =R f 2(t)dt = G f u?(t)dt  funkcja rosnaca, bo jej pochodna (moc) > 0
0 0

Niech i(t) =2¢" -4 (<0)
t t
Wr(0,£) =R f (27" —4)%dT =R f (4e7>" —16e™" + 16)dT = ...
0 0

= R(16t — 18 + 272 + 16e™") — 16t — 18, Wg(0,0) =0

Przyklad: analiza obwodu rezystancyjnego

Wedtug PPK i NPK ulozymy niezbedne réwnania, obliczymy niektére prady galeziowe
oraz moce oddawane przez Zrédta.

A. Poniewaz d = w—1=3-1 =2, mozemy ulozy¢ tylko dwa niezalezne réwnania PPK
(dla P, i P3), przy czym jeden z pieciu pradéw galeziowych (g = 5) jest dany (j)

R l'2+l'4—l'1—].:0—>1'221'1—l'4+]' (1)

Pgl i4—i3—j:0—>i3:i4—j

Z kolei, uktadamy dwa réwnania NPK (dla K; i K3), z zastosowaniem zaleznosSci u(i)
oraz uwzgledniajac zwigzki (1). Niewiadomymi w réwnaniach NPK beda wiec prady
galeziowe iy, ig:

K : R1i1+R2(i1—i4+j)—€=0

Ks: Ra(is—j) + Rais = Ro(l1 —ig + j) =0

Przyjmujemy parametry: Ry = 3Q, R, = 6Q), R3 = 4Q), Ry = 8Q) i po uporzadkowaniu
otrzymujemy:

9i1—6i4:€—6j}

—6i; + 18iy = 10]

20



Rozwigzanie réwnan (w postaci macierzowej):

R —6]_1[6—6]' _ 1 18 6]6—6]’

[ig] |-6 18 10 |~ 1,62-3,61 6 9] 10j
Ostatecznie:

—1'1-:—%5_%]']

il | e+ 3

. . 40, 8

i, =1y, uj:u4:R414:7]+ﬁe

Przyjmujac e = 42V, j = 7A mamy:
. 42 8 10
=7 =757 =5 |A]
8 24
up =y = oo 4247 =40[V]
Moce oddawane przez Zrédia wynosza:

Pe=eie=42-§ :140[W]

pj:u]-j:40~7:280[W]

Uwaga

Latwo zauwazy¢, ze wielkosci i, oraz u; s3 kombinacjami liniowymi wymuszen e oraz
j o0 wspotczynnikach: G,,, H oraz Ry, H':

1 8

io=Gue+Hj; Gu=72S, H=- |A/A]
R 24 , 8 ~
uj=Reyj+H'e; Ryg=70Q, H = [V/V] = —H())

gdzie:

Ga — konduktancja zastepcza od strony koricéwek a, b po upasywnieniu obwodu (j —
przerwa)

R.; — rezystancja zastepcza od strony koricéwek c, d po upasywnieniu obwodu (e —
zwarcie)

H i H — transmitancje (prad/prad i napiecie/napigcie)

Ilustracja

element R J
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ip =i + i

0 4y @

1/[]':1/[].

pe = ei + el = Ge? + eit?

Twierdzenie

eif + jul = 0
B. Alternatywnie, jako niewiadome mozna przyjaé napiecia gateziowe uq + 1y, wykorzy-
stujagc dwa niezalezne réwnania NPK (a=g-w+1=4-3+1=2):

Ki: mq+upy—-e=0->u=e—u

Ko: ww—uz—us=0->uy=u;—u3

W réwnaniach PPK (dla pekéw P, i P3) zapisujemy prady galeziowe, wyrazone od razu
w funkcji napieé u, i us:

Py: —Gile—up)+Goup + Ga(tr —u3z)—j=0
1

P3:  Ga(up—uz)—Gsuz—j=0 -/-1/; Gk:R_k

Po uporzadkowaniu i zmianie znakéw w drugim réwnaniu otrzymujemy:

G+ Gy + Gy —Gy Huz]_[j+Gle]
—G4 G3+G4 Uus - —j

1 1 1 5 11 3. . 4
Gl+G2+G4—§+g+§—§S, G3+G4_Z+§_§S/ ]+G1€—7+3 =21A
ot e I e R Y [ e R e
us| \8 -1 3 -71 1411 5||-7] T |-8

S —

A=14

Dla poréwnania rezultatéw w punktach A i B obliczymy napiecia u, i uz majac dane
prady: i; = % A, iy =5A (pkt. A):

1Q:e—&ﬁ:42—m:3ﬂy]

. .U 10 32
u3:R313=R3(l1—R—i)=4(€—z):—8[V]
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Tor dlugi jednorodny z wymuszeniem stalym

Dotychczas rozpatrywano tylko obwody rezystancyjne z parametrami skupionymi.

Obecnie — najprostszy przyktad obwodu z parametrami rozlozonymi. W jego opisie
pojawia sie jedna zmienna, okreslajgca polozenie (x), a zatem: i = i(x), u = u(x).

Niezalezno$¢ wymuszenia od czasu (napigcie Zrédtowe & [V] = const lub prad Zrédlowy
j = const) skutkuje tym, ze réwniez odpowiedzZ i = i(x) oraz u = u(x) nie jest funkcja
czasu.

W rzeczywisto$ci, w modelach toru dlugiego musza wystapi¢ zaréwno jednostkowe
parametry rezystancyjne: Ry [Q / m] iGo [S / m], jak réwniez parametr indukcyjny Lo [H / m]

i pojemnosciowy Co [F / m], jednak w przypadku wymuszenia stalego w stanie ustalonym
nie odgrywajq one zadnej roli.

Mozna je wyeliminowa¢ z modelu, pozostaje wiec:

i(x) i(x + dx)

u(x + dx) Ry

segment elementarny

Rodx — elementarna opornos¢ ,wzdiluzna” (dot. obydwu przewodnikéw linii 2-prze-
wodowej)

Godx — elementarna przewodnos¢ ,,poprzeczna” (dotyczy niedoskonalej izolacji miedzy
przewodami)

i(x + dx)

i(x)
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NPK:  u(x) — u(x + dx) = (Rodx)i(x)

PPK: i(x) —i(x + dx) = (Godx) u(x + dx) | - dx
~———
=u(x)

du .| d
T R g
di
—E = G()l/l
d%u di
—E Rod— —R()G()U
VRoGo if 14 [m_l]
d’u
Gz Pu=0

Analogicznie, na skutek symetrii réwnari:
i .
PR

Réwnanie charakterystyczne w obydwu przypadkach:

/\2—p2=0—> Mo = +p = £4/RoGy, a zatem

u(x) = Bie P* + Byel”™

i(x) = Aje P + Aye!™* = —Ridix[Ble_px + Bye ]

0

Oznaczajac Rﬁo = % = %, P =+ % [Q]

otrzymujemy i(x) = %e"’x - %ep"

State B i B, wynikaja z warunkéw brzegowych (na poczatku linii i na jej koricu, czyli
dla x = 0 oraz x = I). W szczeg6lnosci dla linii zwartej (u(I) = 0 = Ry, = 0):

|x = 0] Bl+BZZM(O):E
lx =1 Bie P + Bye’ =u(l) =0

Bl o] [o]= el
By| " e eV 0] = epl —prl | =77
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A zatem, prad na poczatku linii zwartej (x = 0):

, 1 Eet'+e P  Echpl
i(0) = 5(31 —By) = ool — o o shpl

Jak wida¢, opornos¢ wejsciowa linii zwartej wynosi
u(0) E

R,
R =0y = 70 = Phvl = \/G: th (VR.Gl)

Podobnie, mozna pokaza¢, ze opornos¢ wejsciowa linii nieobcigzonej (i(l) = 0 = Ry, = )
WYynosi:

Ry=—— (= gdy [—0)

W ogélnym przypadku (linia obcigzona) state By i B, spelniaja warunki:
u()=E—->B1+B,=E

1
u(l) = Robi(l) - Ble_pl + Bz€+pl = Rob . E (Ble_pl — Bze”l)

Po obliczeniu B; i B, otrzymujemy zaleznosci u(x) oraz i(x), a takze opornos¢ wejsciowa
linii obcigzonej.

Problem (praca kontrolna)

/ROI GO/ I(X)

Rozktady napiegcia u(x) oraz pradu i(x) wzdluz toru opisujg takie same réwnania, state
B; i B, liczymy na podstawie warunkéw brzegowych:

M(O):B1+B2:E

, Bl_l Bz i .

i(l)=—e P — —=el' =—
p p J

Temat: Na podstawie rozktadéw u(x), i(x) zbada¢ moc rozpraszang w linii oraz moce
oddawane przez zrédfa E i j.
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Przyklady analizy obwodéw rezystancyjnych ze Zrédlami sterowanymi

Do zbioru niewiadomych nalezy zakwalifikowa¢ wielkosci sterujace (prady lub/i napie-
cia). Uktadamy niezbedne réwnania PPK i NPK, a po ich rozwigzaniu liczymy pozadang

odpowiedZ obwodu.

R,

R4

Uwaga
Aby rozwigzanie bylo niezerowe, obwéd musi zawieraé co najmniej jedno Zrédto nieza-
lezne.
Przyklad 1.
a R Za
a3 '
A
R4 251 Up
®
O &
R3 Us Uy
38 i
b
Ry =Ry =Rz =2Q
Ry =4Q
p, j — dane
p #6V/A
Obliczy¢ u
PPK:
h=j—i; i4=]—13
NPK:
Riy = Ra(j = ir) + pis = 0 = in = g2
R3iz — pis = Ra(j—i3) =0 > i3 = R3+§i_p = é]

_ 12-6p . _ 6-3p .
N =9371,] = 12725/
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. . 6-3 8 \ .  14-3p . )
u = Ryi; + R3iz = (6Tpp + E)] = Tpp] :Rab]
3p-14
Ry ==

Jak wida¢, Ry <0 dla p € (4,6)V/A.

Przyklad 2.

x

b
Ry =R, = R3 =2Q
Ry =4Q
e, p, y — dane
NPK:
Ryiy + piy = Raiz = 0 = i3 = i

Ryiy + pig + Riip =e
PPK (bilans pradéw peku P):
i3 +ig — 17 —)/R4i4 =0

Po prostych przeksztalceniach mamy:

R
i1:i3+(1—)/R4)i4:(Ri +1—]/R4)l'4
PRy RiRy .

Ry + + Ry — yR4R =
4 Rs—p R3—p+ 1= Yhalki iy =e
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Jak wida¢, parametr R, nie wplywa na wynik, iy # f(R»)

4p 8 . [20-2p )
4+m+2_p+2—8)/)14—€—( 2—p —8')/)14

= 2_p e
20-2p-8y(2—-p)

Ostatecznie,

- 6_p - G = 6—P
T 0-20+8(p-2)" T T20-2p+8)(p-2)

Praca kontrolna

Obwdd, jak w przykiadzie 2., lecz zasilany pradem Zrédlowym j (zamiast e). Obliczy¢
Ry, i poréwnaé z wyznaczong odwrotnoscig konduktancji G}
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Elementy geometrii obwodu

Badanie struktury geometrycznej obwodu (grafu) wraz z jej opisem algebraicznym
umozliwia ustalenie liczby i ,jakosci” niezaleznych réwnan PPK i NPK. Na wstepie,
oprécz poznanych juz konturu i peku wprowadzimy pojecia drzewa /D/ i antydrzewa
/A/, odnoszace sie zarazem do grafu i obwodu.

Drzewem grafu G nazywamy maksymalny podgraf grafu, nie zawierajacy konturéw.

Antydrzewo jest dopelnieniem drzewa, A=G-D (DUA=QG).

rys. 1 rys. 2 rys. 3

{1,3} ani {1, 2} nie sa drzewami, gdyz nie sa to podgrafy maksymalne

Twierdzenie 1. Dowolne drzewo grafu G zawiera wszystkie wezly, a liczba jego konaréw
(gatezi drzewa) wynosi: d = w — 1, gdzie w — liczba weztow grafu G.

Odcinajac kolejno konary skrajne otrzymujemy w konicu pojedyncza galaZz z dwoma
wezlami. Poniewaz przy kazdym odcieciu liczba galezi oraz liczba weztéw maleje o 1,
zachodzi:

d-1=w-2->d=w-1, (cb.du)
Tym samym, liczba strun (galezi antydrzewa) wynosia = g—d = g—-w+1, g — liczba
galezi grafu.

Dowolna struna s, antydrzewa wraz z niektérymi (w szczegélnosci z wszystkimi)
konarami drzewa tworzy jeden kontur, K, € {s, U D}, zwany konturem podstawowym.
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I analogicznie:

Dowolny konar k, drzewa wraz z niektérymi (w szczegdlnosci — z wszystkimi strunami
antydrzewa tworzy jeden pek P, € {k, U A}, zwany pekiem podstawowym.

K6 = {6/1/2/5} = {6UD1}
K4 = {4/1/2} € {4UD1}
Py ={2,3,4,6} ={2U A4}

P3 = {3/112} € {3 UA4}/A4 = {1/2/6}

Twierdzenie 2. Dowolny kontur K ma co najmniej jedng gatqz wspdlng z dowolnym antydrze-
wem A, KUA # @. (W przeciwnym razie K € D = G — A, wbrew definicji drzewa.)

I analogicznie,

Twierdzenie 3. Dowolny pek P ma co najmniej jedng galqz wspdlng z dowolnym drzewem D,
PUD # @. (W przeciwnym razie P € A = G — D, co zaprzecza warunkowi P, € {k, U A} —
AeP,)

Twierdzenie 4. Dowolny kontur K i dowolny pek P majg parzystq liczbe (w tym — zero) gatezi
wspdlnych, n = 2m. (Uzasadnienie wedtug rysunkdw.)

QY
=

“4 % ) % —> %

KinP={2,3};, n =2
KxNnP=@, n,=0
KsnP={1,2,3,4;, nz3=4

Réwnania PPK dla pekéw podstawowych (w liczbie d = w — 1) stanowia zbiér réwnan
niezaleznych (kazde z nich zawiera prad konara k,, ktéry wyznacza pek P,u i nie
wystepuje w pozostalych pekach).

Réwnania NPK dla konturéw podstawowych (w liczbie a = ¢ — w + 1) stanowia zbiér
réwnan niezaleznych (w kazdym z nich — napiecie struny), ktéra wyznacza odpowiedni
kontur, K,
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Réwnania PPK i NPK:

g g
Z aykix = 0; Z,Bykuk =0
k=1 k=1

v=12,...,d u=12,...,a

mozna zapisa¢ w postaci macierzowej: Ai =0; Bu=0

i1 Uy

. iz [Z5] ldxgl laxgl

i=| .|, u=|.|; A=s{ax}; B={pu
: : +1v0 +140

Jesli konarom wybranego drzewa przyporzadkujemy wskazniki: 1,2,...,d, za$ strunom
antydrzewa wskazniki: d + 1,d +2,...,d +a = g, a ponadto przyjmiemy orientacje
pekéw (konturéw) — zgodng z orientacjq konaréw (strun), jak na rysunkach 5 i 4, to
w macierzach A i B wystapig podmacierze jednostkowe, odpowiednio:

1 0 1 0
1, = .. , 1= .
0 1 0 1

a oprécz nich podmacierze P/dxa/ i Q/axd/. P reprezentuje obecnoé¢ strun w pekach
podstawowych, wyznaczonych przez odpowiednie konary, Q — obecnos¢ konaréw
w konturach podstawowych, wyznaczonych przez odpowiednie struny.

A=[14]P] B =[Q|1.]

konary struny konary struny
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Drzewo zaznaczono linig grubg

100 -1 0 1 macierz incydencyjna
A=101 0 -1 -1 1 =[1;|P] kéw podstawowych
001 0 1 -1 PEORP g
. l (1) } _(1) (1) (1) 8] _[0L] macierz incydencyjna
14 10 0 1 konturéw podstawowych
Jak fatwo zauwazy¢, Q = —P' (,,t” — transpozycja), co mozna wykazaé dla dowolnego

grafu. Tak wiec, wspoétczynniki w réwnaniach NPK dla zbioru konturéw podstawowych
mozna tatwo powigza¢ ze wspoélczynnikami réwnari PPK dla zbioru pekéw podstawo-
wych (i na odwrét).

Tym samym iloczyn macierzy AB' jest macierzaq zerowa:

t

AB' = [14P] [Q

1—] =Q'"+P=0 /dxa/ (1)

Powyzsza wlasnosé (AB' = 0 lub BA' = 0) dotyczy nie tylko macierzy incydencyjnych
pekow i konturéw podstawowych, lecz réwniez macierzy dla dowolnego zbioru pekow

i konturéw, A = {a,} ; B= {bu} ,k=1,2,...,¢ zorientowanych.
v=12..N p=12,.,M

Oznaczajac A_B_t fc= {Ciul, zauwazmy ze C,y jest iloczynem skalarnym , wektorow”
wierszowych A, oraz B, ktérych ,,sklailowymi” sq odpowiednio elementy a,; oraz
bur, k =1,2,...,¢ (transpozycja macierzy B).

Jak wiadomo, galezie wspdlne peku P, oraz konturu K, tworzq m par, m = 0,1,2,...
Latwo zauwazy¢, ze zgodnosci orientacji kazdej pary galezi z orientacjq peku towarzyszy
niezgodno$¢ orientacji tej pary z orientacja konturu (i na odwrét), czyli:

avklbykl + avkzbykz = (il)(il) + (il)(il) = O/
gdzie pare tworzg galezie k; i k.

Przyktadowo dla peku P el Py i konturu K3, ktére przedstawia rys. 7, zachodzi:

8

€13 = Z bz = [(+D(FD) + FDEDIHIEDED + EDEDI =0 -1+ (1 -1) =0
k=1

para 1,2 para 3,4
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Dwie metody analizy obwodu — motywacja

1) Ze wzgledu na podziat macierzy A i B na dwie podmacierze, odpowiadajace konarom
(15 i Q) oraz strunom (P i 1,) musimy wyodrebnié zbiér pragdéw konarowych (wektor
ip) oraz pradéw strunowych (wektor iy).

Analogicznie — zbiér napieé konarowych (wektor up) i strunowych (wektor u4).

W zwiazku z tym, prawa Kirchhoffa przyjmuja postac:

PPK:  Ai =[1,|P] [Zﬂ =0 @)
NPK: Bu =[Q]|1,] [Z—ﬂ ~0 @3)

Po rozwinieciu (2) i (3) wida¢, ze prady konarowe (napiecia strunowe) sa kombinacjami
liniowymi pradéw strunowych (napie¢ konarowych):

ip = —Pip = Q'ia 4)
Up = —Quz) = Ptuz) (5)

Tym samym, rozwigzanie obwodu sprowadza si¢ do obliczenia pradéw strunowych
(jesli jako niewiadome przyjmiemy prady galeziowe) lub napie¢ konarowych (jesli jako
niewiadome przyjmiemy napiecia galeziowe). W wyniku eliminacji ip pozostaje do
rozwigzania uklad 4 = ¢ — w + 1 réwnann w metodzie pradéw strunowych, w wyniku
eliminacji uy — uklad d = w — 1 réwnan w metodzie napieé¢ konarowych.

Oczywiste jest, ze w obydwu metodach wykorzystujemy zaréwno réwnania NPK jak
PPK, a ponadto zalezno$ci napieciowo-pradowe w metodzie pradéw strunowych lub
pradowo-napieciowe w metodzie napieé¢ konarowych.

2) Réwnania PPK i NPK oraz wiasnosé (1) skutkujg odpowiednio wnioskami:

i =Bliy )

/gx1/ Jgxal;[ax1/ (6)
— At

u=Augp o

/gx1] [gxd[; [dx1]/
ktére mozna uzna¢ za alternatywne formy PPK i NPK.

3) Przyjmujemy, ze dowolna galaZz obwodu (wskaznik k = 1,2,...,¢) oprécz elementu
Ry (Gk) moze zawiera¢ Zrodlo napiecia e; oraz Zrédlo pradu jix — rysunek.

Zakladamy przeciwne orientacje pradu galeziowego i, oraz napigcia gateziowego uy,
a takze typowe orientacje ex i jr. Te ostatnie mozna uznaé¢ za odpowiadajgce rzeczywi-
stosci, jesli dobierzemy wtasciwy znak napiecia lub/i pradu Zrédlowego.
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Oznaczenia pomocnicze:
ex = e — Ryjk
Ji = Ji — Grek

/ —_—

u(ix) : up = uy

ex = Reiy — ex = Ry(ix + ji) — ex = Riix — (ex — Rejx)

ur = Ry —ex

ie(ui) : ik =iy = jik = Grtty, = jx = Gi(uk + ex) = jx = Grtt = (jk — Grex)

i = Gpuy, — ji

W postaci macierzowej:

u=Ri-e, gdzie e = e - Rj (8)
i:Gu—},gdzie}:j—Ge 9)
R =diag{R1,Ry,...,Rs}; G =diag{Gy, Gy, ..., G}

e=le,er....els j=1jj2 -, gl

4) Uwzgledniajac kolejno (3), (8) i (6) otrzymujemy:

Bu = B(Ri —¢) = BRBlis — Be = 0

czyli
Ryis =€, metoda pragdéw strun. (10)
gdzie:
R, = BRB' (11)
e, = B(e — Rj) (12)

5) Uwzgledniajac kolejno (2), (9) i (7), otrzymujemy

Ai = A(Gu - j) = AGA'up — Aj = 0
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czyli

Gpup = E metoda napie¢ konarowych (13)
gdzie:

G, = AGA' (14)

Jp = Aj = A - Ge) (15)

R, — macierz rezystancyjna konturéw podstawowych
G, — macierz konduktancyjna pekéw podstawowych
e, — zmodyfikowany wektor napigé¢ Zrédtowych w konturach podstawowych

E — zmodyfikowany wektor pradéw Zrédlowych w pekach podstawowych
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Dyskusja

1) W metodzie pradéw strunowych (10): Ry < oo, wiec nie dopuszcza sie rozwarcia. Tym
samym, zZrédla pradu ji nie mozna uzna¢ za galaZ. Nie istniataby wéwczas zaleznos¢
napieciowo-pradowa uy (i), czyli ui(—ji).

Dopuszczalny jest element Ry jako gataz (ex = 0, jx = 0, ux = Riix), a w szczegdlnosci —
zwarcie (Rx =0, e =0, jx = 0), a takze element e, (Rx =0, jx = 0).

2) W metodzie napie¢ konarowych (13): Gx < oo, a wiec nie dopuszcza si¢ zwarcia. Tym
samym, Zrédla napiecia e nie mozna uznac za galaZz. Nie istnialaby wéwczas zaleznos¢
pradowo-napieciowa i (u), czyli ix(—ex).

Dopuszczalny jest element Gy (gdy ex = 01 jx = 0), a w szczegblnosci — rozwarcie
(Gx = 0), jak réwniez element j; (gdy Gx =0, ex = 0).

3) Macierze R, i G, sa symetryczne:
R,' = (BRB")' = (B")'R'B' = BRB' =R,
(R i G jako macierze diagonalne sa oczywiscie symetryczne).

4) Wyrazenia Ry jx oraz Gyer oznaczajg réwnowazne Zrédla napiecia i pradu:

Ri
O—’D—ﬂ jk ———oO Rk ek
53
iy
- m - m

G

—L_

o= ¢———O

G k €k ik ]k

—
-¢

Uy Uy

ir(ur) — jednakowe,
ui(ix) — jednakowe.

5) Skltadowe wektoréw Be oraz Aj stanowia sumy algebraiczne napieé Zrédiowych
w odpowiednich konturach podstawowych oraz pradéw Zrédiowych w odpowiednich
pekach podstawowych. Mozna sie¢ przekona¢, ze ze znakami plus wystapia te napiecia
zrédtowe (prady Zrédlowe), ktérych orientacje sa zgodne z orientacja konturu (peku).
Orientacje konturu (peku) identyfikujemy z orientacja odpowiedniego pradu strunowego
(napiecia konarowego).
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Powyzsze dotyczy zarazem réwnowaznych Zrédel napiecia i réwnowaznych Zrédet
pradu. Znaki minus na odwrét.

7) Analogiczne algorytmy mozna sformulowa¢ dla elementéw macierzy G, (kontury
zastepujemy pekami, struny — konarami i na odwrét).

Aikjk Gy
1

g
Gp = {gij}i,jzl,z ..... d;  &ij = Az'G(Aj)t =
k=
Galeziami wspdlnymi pekéw P; i P; sg te struny, ktére nalezq do obydwu pekéw
podstawowych, lub (co jest r6wnowazne) — wyznaczaja kontury, do ktérych naleza
konary pekéw P; i P;.

Ustalajac znaki elementéw G;; wygodniej jest rozwazy¢ orientacje konaréw w tych
konturach, niz bada¢ orientacje pekéw.

Znaki plus ktadziemy, gdy orientacje konaréw sa zgodne, minus — gdy sa niezgodne.

1 /

I 52 _
[ -
/ e
L) ss XX 2,
A 4 / e
¢ N\
ki NS4
' ky
|
\ S1
/
/ \ k]
2\ |/

- ) ng‘."

/
/

8ij = 8ji = —(Gs, + Gs, + Gs;)
gjf = G] + GSZ + GSs + GS4 + Gsl

8jn = &nj = +(Gs, + G, + Gg,)
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Przyklad 1.

// N
P \
// 7, \\
/ 4 \ \

/ / \

/ ! \ \
/ i \ \
/ I
/ | <%/6 ’l |
/ PREEREN ! I '
| ]
| / \ \ / /
| [ AN /
\ ' ! -7 !

AN

\ ~_v
\ > - /’f/"i@
\ 5 6 ’

\

7

Tylko jedna gataz obwodu zawiera ,komplet” elementéw: {Ry, e, j1}.
Przyjmujemy parametry:
Ri1 =R;3 =Ry =3Q,

Rs = Ry = R, = 6Q,

e = 4V,
€y = 6V,
1=ja=2A

i w mys$l algorytmu (10)+(12) ukladamy wprost réwnania obwodu, opisujace wektor
pradéw strunowych ia = [is, ig, i7]":

[R5 + Ry 0 —Rq i5 —ey —e1 + R1j1
0 Re + Rz + Ry R3z + Ry i6] = —ey + R4j4
—R4 R3 + Ry Ry +Ri +R3+Ry]lir el — lel + R4j4C1’
9 0 -371[is -4
0 12 6 [ie = [ 0| lub po uproszczeniu
-3 6 15][liy 4
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, A=det R,=44

Dopelnienia algebraiczne: All = 16, A12 = A21 = —2, A13 = Agl = 4, Azz = 14, A23 = A32 =
—6, Agz = 12.

Wektor pradéw strunowych:

([ 8 -1 27-1
iA:Rp—lep:ﬁ[A 7 —3” 0]-

2 -3 6 1

W H~

Aby sprawdzi¢ otrzymane rezultaty zastosujemy metode napieé¢ konarowych w wersji
skréconej. Na wstepie, galaz {Ry, ey, j1} redukujemy do pary elementéw: G| = Rll = %S,

]1 = jl - G1€1 = %A

Dwukonicowkowy zbiér elementéw (dwdjnik) {R3, Ry, j4} zastepujemy réwnowazna ga-
IQZiQ {R3 + Ry, R4j4} = {6Q, 6V}

Aby unikna¢ wprowadzania dodatkowej niewiadomej i,, pomijamy pek wyznaczony
przez konar e; i uktadamy tylko dwa niezbedne réwnania PPK dla pekéw podstawowych,
jak na rysunku.
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P’ 301+ (01— ) + 501 —e2) = §
P”: twa—v1)+ t(02—6) + t(v2—e) =0

62:6V

B R I e
onl=l-1 3 12] 11 110+48

|

;

42
11
58

Z'—l(z) —e)—l 42—66__2
i = =(v —e)‘1'58_66__i
o 1 58-42 8 . i
17 = 6(02 v1) = 6 11 33 (ak wyze)
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Przyklad 2.

Zgodnie z algorytmem metody napie¢ konarowych (13) + (15) mozemy zapisaé od razu
uporzadkowany uktad réwnan z niewiadomymi uy, us, s — sktadowymi wektora uq:

G1 + G5 + G6 G5 + G(, —(G1 + G6) Un jz - jl
G5 + G6 G3 + G5 + G6 —G6 Uz | = G3€3
—(G1 + Ge) —Gs Gy +Gr+Gellug 1

Zakladajac parametry: Ry = 3Q), R3 = 40, Ry = R5 = Rg = 6Q), j1 =14, jo =2A, e3 =8V

mamy:
2 1 _1
3 3 2 | Tuy 1 8 4 —-61[u 1
1 7 1
1 1 2 |lwg -6 -2 8lluy 1
2 6 3

A =132

Uy 12 52 =20 34711 2 26 -10 1771 2 23
=—|[-20 28 -8|[2|=—=|-10 14 —A4||2|=—]14
H 132[ ” } 11[ H ] 11[ }

4 34 -8 40][|1 17 -4 20][1 29
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Uwaga

Zastepujac symetryczny ,tréjkat” {R4, Rs, Re} = {6, 6, 6} QQ rownowazna ,gwiazda”
{R*, R, R"},

gdzie R* = 1R* = 2Q), otrzymujemy prostszy obwod:

50 2Q) 6Q2

Dla jedynej niewiadomej v:

5(0—3)4'5(0—8)4'2:0
n_3,8_,__2
30 5 6 30
o 2

11

Zastosowana transfiguracja zachowuje warto$¢ pradéw i,,, i,,, a takze napiecie Zrédta
pradu (uy).
2 46
_pAi oy - _ 3 . ..
Up=R'jpp-—v=2pp-v=4+ a-11 [V] (jak wyzej)
Prady w gateziach tréjkata (obwdéd oryginalny) is, i, i4 wynikajg z obliczonych juz napieé
Uz, U3, Ug:

Z'4=—G4M4=—1'% :—% [A]

6 1
1.2(14+23) 37 [A]

i = —Gs(us +1p) = = - ——2—— =~

. 2(29-23-14 8
ic = Ge (g — U — U3) = A ) - [A]

1
6 11 33

42



Na koniec, zostanie zilustrowana skrécona metoda pradéw strunowych — 2 réwnania
(dla konturéw Kj i Kg); io = j» = 2 A.

Ky : 3i +4(i1—2)+6(i1—i6—2)+6(i1—i6)=3—8
K : 6i6+6(i6—i1)+6(i6—i]+2):O /:6

19i;1 —12ig =3 -8+ 8 + 12
—2i1 + 3ig = -2

B R N R E R 1

A =33
Ponadto:
T SR
+T 1 T% T 33733733
58
Uy = 6ig = T (jak wyzej)
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Twierdzenie o Zrédle zastepczym (Thévenina i Nortona)

Jak juz wspomniano (przyktad 1, str. 3?) dwéjnikowi (aktywnemu), ktéry zawiera ele-
menty R i Zrédlta niezalezne, mozna przyporzadkowac réwnowazna galaZ 2-elementowa
(e,R), przy czym pojecie réwnowaznosci nalezy rozumie¢ jako identycznosé zaleznosci
u(i) lub i(u) dwdjnika i gatezi. W konkretnych, prostych przypadkach zbadanie zaleznosci
u(i) lub i(u) nie przysparza trudnosci.

Dla dowolnego, rezystancyjnego dwdjnika aktywnego zachodzi, przy zgodnej orientacji
napiecia i pradu:

1 = consty [V] — consty [Q] -1 =c¢1 — Coi.
Jak widaé, c1 =" |izo = u°, c2 = %|c;=0 = Rap (@, b — koricowki dwdjnika).
Napiecie dwéjnika w stanie bezpradowym (zwane napieciem jatowym) u° jest kombinacja
liniowq napie¢ i pradéw Zrédlowych dwdjnika, a wiec jest to wielko$¢ o charakterze

Zréodlowym, u’ =e.

Jesli wszystkie Zrédla niezalezne zostang upasywnione (zwarcia zamiast Zrédet napiecia
i rozwarcia w miejsce Zrédel pradu), wéwczas u° = 0 i galaZ réwnowazna zawiera tylko
element R = Ry,

Przyklady

Dwojnik aktywny:

u=-Ryi—Ra3(i+j2) +e3+e=—(R; +R3)i + (e3 +e2 — Rzjp)
Gataz:

u=e—Ryi

€=u0=€3+€2—R3j2; Rab:Rl +R3
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Zrozumiate jest, ze R, nie ma wplywu na Ry, ani na u°.

e R, R, ()
i1 ip : :

. o

o—9 G3 ——O
: ]
L
j

\

\j

2 — e R; 1

. . . s 2 —
1) u—ez—el—R1l1—R2(11+]z)—>l1—R1+R2 Ri+R 2 R +R

(2) i:il—G3M+j3

. , e — e R, | ) ( ) e
=3+ - —(Gs + =i -G
i(u) @ Ri+R R +R”2 STR + R T T Bt
j=i2 Gap

Jak wida¢, zaleznos¢ i(1) dwdjnika ma analogiczng postac:
i = consty [A] — consty [S] cu=1i,_, — Ggu = i* — Ggplu,
i* — prad zwarcia

1 .
Gap = = iliz =0 (napigcia i prady Zrédlowe, upasywnione)
ab

Poréwnujac obydwie zaleznosci,

1
/j, G/ . u= G—b(iz - i) = Rabiz - Rubi = u” — Rabi
a
u’ = Rabiz

/e,R/ : u=u’—Ryi
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Ilustracje graficzng zalezno$ci u(i) i zarazem i(u) dwdjnika aktywnego w przypadku
zgodnych orientacji u oraz i przedstawia rysunek:

A

u=u’—-Ryi; tga=mRy
(i =1i* - Gypu); tgp = nGyp
Reasumujac, twierdzenie o Zrédle zastepczym mozna sformutowaé nastepujaco:

Dowolny, rezystancyjny dwdjnik aktywny (koricéwki a, b), dla ktérego istnieje zaleznos¢
u(i) (zaleznos¢ i(u)) jest rtGwnowazny:

m galezi 2-elementowej /e, R/, gdzie e = u° = ul;-,

R = Rab — rezystancja dwdjnika po upasywnieniu Zrédet (tw. Thévenina).
m galezi 2-elementowej /j, G/, gdzie j = i* = i|,=o,

G = G = 1/R; — konduktancja dwoéjnika po upasywnieniu Zrédet (tw. Nortona).
Zastosowanie

W obwodzie mozna wyodrebni¢ dowolng gataz Gy (koricéwki 4, b) i potraktowaé obwoéd
jako jej potaczenie z (dwukoricéwkows) reszta obwodu — dwdjnikiem Dy. Dwéjnikowi
Dy mozna przyporzadkowac réwnowazng galaz (2-elementows) /e, R/ lub /j,G/; e = u°,
j = i*. Otrzymujemy uproszczony obwdd {/e, R/ U Gy} lub /j, G/ U Gi}, zawierajacy tylko
dwie galezie, ktory fatwo rozwiazac (obliczy¢ prad i, lub/i napiecie uy).

a ik

Dy Uk Gy

b

obwdd ;ktywny
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Uwaga

Nic nie stoi na przeszkodzie, by twierdzenie zastosowaé dwukrotnie: dla dwdjnika Dy
oraz galezi Gy.

Przyklad

Ry =4Q), Ry, =4Q), R3 =80, Ry =20, R5 = 6Q), j1 =3A, e; = 12A:

Us
X -
R; A R,
40
. Rl RZ
N
L 4
- b
U

Po odcigciu gatezi G = {Rs, ey} liczymy u° oraz Ry, (j1 — rozwarcie)

R3+R4 i R1+R2 i
“j1—R3 =
R1+R2+R3+R4 R1+R2+R3+R4

uO:ul—unglil—Rgingl
10 8\ . _
~(4- 55 -85) -
24 4
b=

_(R1+R3)(R2+R4)_ 12-6 _
T Ri+R3+Ry+Rs  12+6

Rab 40
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Obwod uproszczony (Thévenin)

a
R:Rab
€2
i
Rs
e=u’
b
e—e u’ —e —4-12
i= 2 - Z = =-1,6A

Rp+Rs Rp+Rs  4+6

Dla sprawdzenia wyniku postuzymy sie tradycyjng metoda — pradéw strunowych.

D ={Ry,Ry, R3}; A ={ji1,/e2,Rs5/, Ry}

a

S ST T~ R4
v \ >

/1 A | ) 14\ )

‘\| | Vi 1 Yig
\

AN / e
S~o_, -
\\’/ - =l -

b
// 7 \)
w5

j1

{R5i + R3(Z + i4) + Rl(l + i4 - ]1) =€
R4i4 + Rz(i4 - ]1) + Rl(i4 +i-— ]1) + R3(i4 + l) =0

Po podstawieniu parametr(’)w:

ERAARHE

AR HENHEH R H

i =7 =-1,6A (jak wyzej)
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Zastosowanie twierdzenia Nortona sprowadza si¢ do obliczenia pradu zwarcia i* oraz
konduktancji G, dwdjnika, ktérego Zrédia zostaly upasywnione. Obwdd uproszczony
zawiera réwniez dwie galezie: galaZ réwnowazna dwoéjnikowi Dy, /j,Ga/, j = i* oraz
galaz Gy.

a ik
—

9}( Gk

Przyktadowo, dla rozpatrywanego obwodu, obliczenie pradu zwarcia jest jeszcze tatwiej-
sze, niz napiecia jalowego.

a

— o i

R; Ry =

iy

, Ry ‘ R, Ra
oy by G
b / Rs
V\@
\/ ) b

.. . Ry . R (2 8 ) _
e — = — = _—_— :1—2:—1A:
P h =g R, T Rer 06T 12 J
1 1
Ga = R_ab = ZS
metoda superpozycji:
: R e 4 12
P () pogle) — s TRab 2 —_ 2 _ 2 _-_16A (jak wyzej
LA S R R Rp+Rs . 10 10 oA (akwyze)

Jak widzimy zastosowanie twierdzenia Thévenina lub Nortona daje efektywne analizy
obwodu.
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Inne zastosowanie twierdzen

Bardzo naturalnym jest wykorzystanie twierdzenia o Zrédle zastepczym (w obydwu
wersjach) w obwodzie, ktéry zawiera pojedynczy element jakosciowo inny, niz pozostate
(konserwatywny, nieliniowy, niestacjonarny).

Element ten mozna wyodrebni¢ (galaz Gi), natomiast pozostalym elementom (dwojnik
Dy) przyporzadkowa¢é galaZz rownowazna /e, R,/ lub /j, G/ — jak na rysunku.

LY + Ropi = u®; f(u) + Gap - u = i

Odktadajac na pézniej analize obwodu z pojedynczym elementem konserwatywnym,
rozwazymy przypadek elementu nieliniowego, o charakterystyce:

i = f(u); f — funkcja jednoznaczna, na przyktad:

,_{0 dlau <0
Tl dlau>0

W mysl PPK zachodzi: i +ig = j = i*

yu2 +Gpu—-i=0

1 .
U = 5 (—Gab) + w/Gib + 47/12) >0

Drugie rozwigzanie, u, = 2%,(—Gaz7 - VA) <0 nalezy odrzucic.
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Ilustracja graficzna rozwiazania:

A i+ig
g
i+ig

i# > //

251

=y

Badajac odpowiedZ (prad i napiegcie) elementu nieliniowego o charakterystyce i(u) =
A(l-e), A> 0, a > 0 postuzymy si¢ na odmiane twierdzeniem Thévenina i metoda
graficzna. Wprawdzie dana zaleznos¢ i(1) mozna przeksztalci¢ do postaci: u(i) = 1 In 2,
ale zastosowanie metody graficznej tego nie wymaga. Wystarczy zinterpretowac wykres
zaleznosci i(u) jako wykres u(i). Zachodzi:

Rapi + u(i) = u® — f(i) = u’ — Ri = u(i)

Rozwigzanie stanowig wspoélrzedne /U, I/ punktu przecigcia prostej f(i) oraz charakte-
rystyki u(i).

u(i)

Y f@)
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Addytywnos¢ mocy (twierdzenia Tallegena)

Suma mocy pobieranych (lub oddawanych) przez wszystkie gatezie obwodu réwna sieg
Zero:

8
Z ukik = MTi = (BTuz))TATiA = M%BATZ'A =0
k=1

Odnoszac si¢ do schematu dowolnej, k-tej gatezi, mamy:

P . N v odd __ ’ v odd __ ob odd odd
uix = ug(iy — ji) = wgiy, — P;,° = (uy — ep)ip, — P;.*" = Pp.P” — P, ™ — P},

8

iukik:OZiPRk_Zg:Pek_Zij
k=1 1 1

—_

Z pmb Z Podd n Z Podd

k=1
Przyklad
i1
A
Ry ui
1 °
i’ \J I = lé =1
1
Uy = Ul = —1y

2

PR1 + PRZ = uizi + Mélé = (1/[1 + 61)1'1 + Upip = 611'1 + uq (iz + ]1) +upip =

———

5
ll

= 611'1 — Upip — u2j1 + Upip = €1i1 + M1j1 = P61 + le (deO)
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Twierdzenie o wzajemnosci (odwracalnosci)
a) Rozpatrujemy pare obwodoéw rezystancyjnych, kazdy z jednym Zrédfem napiecia.

Galaz 1”7 (lub gataz ,,2”) ze Zrédlem napiecia e oraz gataz ,2” (lub gataz ,1”) z badanym
pradem i, (pradem i;) traktujemy jako wyodrebnione z obwodu.

7 . 4
— 2 i 1 1 -
e ~ —o—»— ——o—1 - -
. \
N \
e P e N S
N {/ i o i’ R (
SEARNY &) v ‘\ 1 o
I I
\ l[,Z /) \
\__<// - -
2 1
obwdd 12 obwdd 21

Zawsze mozliwy jest taki wybér drzewa D, aby gafezie 1,2 byly strunami antydrzewa
A=G-D.

OdpowiedZ obwodu 12, badana metoda pradéw strunowych:

- OO N

ig = RI;IEP, i1 = % -A11e, A =det Rp, ir = %Ame
Analogicznie, odpowiedZ obwodu 21:

0
e
0| =1

o -1 _ s
iy =Rp , 0= A “Ape =i, bo Ap=p,

Tak wiec, symetria macierzy Rp, identycznej dla obydwu obwodéw skutkuje réwnoscia
pradéw ij oraz i.
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Warto zastosowaé przeksztalcenie macierzy Rp/a X a/ w macierz

1 ri2
r = S Y1 =71
[ ol o ’ 21 12,

ktoéra wigze bezposrednio prady i, i» z napieciem Zrédtowym e (obwdd 12):

e ll=10)
r2 rnllix 0

o

e

0
[0l [5

0

oraz macierz Rp — na cztery odpowiednie bloki macierzowe:

_ Yo raﬁ .
Rp = [Vﬁa s ], otrzymujemy

Ta  Top||la| _ [e_a] _ T
[Rﬁa rﬁ][iﬁ]_ 0l TP T Tap
Po eliminagji ig (drugie réwnanie):

iﬁ = —T’ﬁ_l Vﬁa l'a

i podstawieniu do pierwszego, otrzymujemy
-1.T i1 _lel_ i1
o=z )= (o] =)

Poszukiwana macierz r /2 X 2/ jest symetryczna, co tatwo sprawdzi¢, liczac

-1\T..T

th =7l - raﬁ(rﬁ Top = 1-

Korzys¢ wynikajaca z redukgji stopnia (drugi zamiast a-tego) jest oczywista. Aby skon-
struowac r nalezy jednak odwrdci¢ macierz rg /(a — 2) X (a — 2)/.
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Rezystancja zastepcza dwdjnika

Opisang metoda redukcji stopnia macierzy mozna wykorzysta¢ réwniez do obliczenia
rezystancji zastepczej dwdjnika o zlozonej strukturze (obwdd 12). Nalezy wyodrebnié
element Ry; macierzy Rp i potraktowa¢ go jako macierz jednoelementows, 7, = [Ri1].

Woéwczas i, = [i1] = i1, a 7 ma wymiary /a—1/ X /a—-1/.
Tak wigc, rezystancja zastepcza dwdjnika z koricéwkami /1,1"/ wynosi:

R = R11 - 7157;1715T, 1’1!3 —1 wiersz m. Rp bez R11 .

715 = [Riz, R13, - - -, Ria]

Alternatywnie, rezystancja (konduktancja) zastepcza wynika wprost z zaleznoéci i1(e),
zawartej w réwnaniu metody pradéw strunowych:

R= e e B A
il(e) % : A11€ A11 ’
_Aqg
= A
gdzie
A = det Tp

A1 — dopelnienie algebraiczne elementu /1,1/.

Z koniecznos$cig obliczenia wyznacznika stopnia a2 wigze si¢ wieksza ucigzliwos¢ tej
metody w poréwnaniu z procedurg redukcji stopnia macierzy Rp.

Sformulowania dualne

Zaréwno stwierdzenie o wzajemnodci, jak techniki obliczania konduktancji (rezystancji)
zastepczej maja swoje analogiczne (dualne) odpowiedniki, ktére opieraja sie¢ na metodzie
napie¢ konarowych.

1 2 1
© u3 —° o u3
]
- Uy o ° Ug
1’ 2’ 1’
obwdd 12 obwéd 21
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[811 glz][ul]_[j] ; [811 812””/1]_[0]
= U = up 1=
g2 §nlluz 0 812 82 llu, ]

8= 8a—8apSs Sap =8

[l =[o)

dwdjnik:
] ] A
= =—, A=detG
u(j)  §-Anj  An g
A1
R= A
lub:

(Gn - §1ﬁ§;§1§1T/3)”1 =]
G =G -3,3; S

Przyklady
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Kl = {1/ 3/ 4/ e}/ K2 = {RZ}/ K5 = {RSI RZ/ R3/ Rl}/ K6 = {R6/ R4/ R3}

Rl + R3 + R4 0 —(R1 + R3) —(R3 + R4) i1 e
0 Ry -R, 0 i |0
—(Rl + Rg) —Rz R5 + R2 + R3 + R1 R3 i5 )
—(R3 + R4) 0 R3 Re+ Rz + Ry llig 0
Przyjmujemy Ry = k [Q]

8 0 -4 -711h e

0 2 -2 of|i|_ o] ~ —1_L[13 —3]
4 2 11 3|li|T|off detre=1t =3 1
-7 0 3 131lig 0

o _1T_[8 o]_[ 4 —7]L[13 —3“ 4 —2]_
P=Ta=Taplg Tog =0 2|7 |2 0]|132|-3 11||-7 0]~
_[8 0]_L 915 —146]_L[157 146]
“lo 2| 13al-146 52| T 132|146 216

L[157 146][i1]_[€]
134 | 146 216]|i| |0

dwdéjnik /1,1’/ ze zwartymi koricowkami 2,2’

8 0 -4 -7
Ry reg| | O 2 =2 0
7§ﬁ 75 “1-4 -2 11 3}/
-7 0 3 13]
R l134 26 —6} L [67 13 —3]
l=—1] 26 26 -6|=—13 13 -3
;

216] ¢ ¢ 18] 198|3 _3 o
T ) 01 488 122
T’aﬁi’ﬁ raﬁ:[O 4 7]1"ﬁ 4; :ﬁzﬁ

o 122 94
R =Ry~ Fogly Ty =8 = > = % = 3,480

Praca kontrolna

Zastepujac Zrédlo napigcia e przez Zrédio pradu j i stosujac metode napie¢ konarowych,
obliczy¢ napigcie Zrédla u;, a nastepnie rezystancje dwdjnika /1,1’/, przy zwartych
koricéwkach 2 i 2.
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