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Rozwdj techniki komputerowej spowodowat, ze wiele skomplikowanych probleméw naukowych
rozwiazywanych jest przy pomocy maszyn cyfrowych. Roznorodno$¢ zagadnien i ztozono$¢ obliczen
wymaga niejednokrotnie dobrej znajomosci probleméw majacych wptyw na doktadnos$¢ obliczen czy tez na
szybkos¢ ich wykonania. Istnieje wiele metod rozwiazywania typowych zagadnien, dlatego wszechstronne
ich poznanie umozliwia wlasciwe podejscie do probleméw zwiazanych z obliczeniami numerycznymi.

W ramach laboratorium z przedmiotu Metody Numeryczne przedstawione zostaty podstawowe dziaty metod
numerycznych: interpolacja, aproksymacja, rownania nieliniowe, uktady réwnan liniowych, wartos$ci wlasne
macierzy, calkowanie i rOwnania rézniczkowe zwyczajne.

Cwiczenia prowadzone sa w oparciu o dwa programy:
= MET-NUM - program napisany w Turbo Pascalu przez pracownikow Instytutu Informatyki
Uniwersytetu Wroclawskiego zawierajacy moduty sktadajace si¢ z programow

demonstracyjnych oraz pakietow zawierajacych wybrane funkcje i procedury

= MATLAB - pakiet obliczeniowy firmy MathWorks umozliwiajacy dokonywanie dowolnych
obliczen numerycznych

Celem powyzszych ¢wiczen jest zarowno poznanie metod przedstawionych w obydwu programach jak i
porownanie ich ze soba pod katem doktadnosci otrzymywanych wynikow.



PODSTAWY MATLAB-a



1. Wprowadzenie.

MATLAB jest programem stuzacym do obliczen numerycznych.
Na prawidtowos$¢ wynikow uzyskiwanych w trakcie obliczen maja wptyw dwa podstawowe elementy:

» uwarunkowanie zadania - (zle uwarunkowanie powoduje, ze mate odchylenia danych wejsciowych
maja duzy wplyw na wynik koncowy)

= stabilno$¢ algorytmoéw - w trakcie obliczen nastgpuje kumulacja btedow, obliczenia w MATLAB-
ie dokonywane sa na liczbach zmiennoprzecinkowych, zaréwno te liczby jak i wykonywane na
nich operacje obarczone sa pewnymi btedami uzaleznionymi od precyzji zapisu. Bledy te w
trakcie obliczen maja tendencj¢ do przenoszenia si¢ i kumulowania, jezeli powoduja uzyskanie
wyniku znacznie oddalonego od prawidlowego to moéwimy o niestabilnym algorytmie
obliczeniowym.

Jedynym uzywanym typem danych sa macierze, przy czym MATLAB umozliwia rowniez
dokonywanie operacji arytmetycznych dla poszczegdlnych elementéw macierzy, przy wykorzystaniu tzw.
operatorow tablicowych.

Macierze nalezy oznacza¢ duzymi literami, natomiast wektory badz tablice wartosci moga by¢ oznaczane
matymi lub duzymi literami. T¢ sama zmienng zapisana raz duza litera raz mata MATLAB traktuje jako dwie
rézne zmienne.

operatory arytmetyczne: operatory poréwnania
* mnozenie == roéwne
A potegowanie ~= rézne
+ - dodawanie, odejmowanie < mniejsze
/ dzielenie (dzielenie prawostronne), > wigksze
\ dzielenie lewostronne (A/B = (A"B')") <= mniejsze rowne
! transpozycja macierzy (tablicy) >= wigksze rowne

tablica warto$ci

Czesci dziesietne oddzielane sa kropka (np. 3.5, 100.9). Liczby utamkowe postaci a*10™1 zapisywane sa
nastepujaco: ae-n.

Mozna poda¢ sposdb wyswietlania obliczen piszac polecenie format z odpowiednim parametrem (np. liczba
1/3; format short — 0.3334; format long — 0.33333333333334).

W celu odréznienia dziatan dokonywanych na macierzach od dziatan dokonywanych na tablicach
warto$ci, w przypadku tablic warto$ci nalezy zawsze po zmiennej umieSci¢ kropke przed znakiem
mnozenia, dzielenia i potegowania (np. (x.4).*tan(x) + x.*sin(x) - x./cos(x)). W przypadku dzielenia
umieszcza si¢ kropke rowniez po stalej przed znakiem dzielenia (np. 2./x).

Najczesciej uzywane znaki przy pisaniu wlasnego programu:

% na poczatku linii — linia ta jest komentarzem

H na koncu linii zawierajacej wzory — program nie wyswietla posrednich obliczen

%% na poczatku pierwszej linii po ktorej jest pusty wiersz — linia ta jest helpem do pliku
na koncu linii — dalszy ciag danej linii w nastgpnym wierszu

Napisany program nalezy zachowywaé w skrypcie z rozszerzeniem "m" i umieszcza¢ w katalogu o
nazwie MATLAB. Katalog ten nalezy zatozy¢ na dysku sieciowym uzytkownika. Program obliczeniowy
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uruchamiany jest poprzez napisanie w oknie MATLAB-a nazwy pliku bez rozszerzenia. Przed jego
wywolaniem nalezy poda¢ $ciezke¢ dostepu: np. path(path,'g:\MATLAB").

Niektére obliczenia wymagaja zastosowania wbudowanych funkcji MATLAB-a (np. catkowanie,
rézniczkowanie, wyznaczanie zer funkcji), wowczas w skrypcie deklaruje si¢ dane zadanie jako wlasna
funkcje piszac "function y = f(x) ..... ", natomiast w oknie programu nalezy napisa¢ polecenie zawierajace
odpowiednig funkcj¢ MATLAB-a (np. quad, ode23, fzero).

2. Definiowanie macierzy.

a) przez wyliczenie elementow:
np.: A=[221;345;567]

A=[221
345
567]

Macierz deklaruje si¢ poprzez umieszczenie jej elementéw w nawiasach kwadratowych;
poszczegolne elementy macierzy oddzielane s spacjami; koniec wiersza oznaczany jest Srednikiem
lub deklarowany jest poprzez wcisnigcie klawisza "Enter".

b) przez wygenerowanie elementow:

np. x=-5:0.1:8 macierz wierszowa (-5 - pierwszy element; 0.1 - krok, 8 - ostatni
(131) element)
y =1(x) macierz wierszowa (y1 = f(5) - pierwszy element, y131 = {(8) -

ostatni (131) element)

c¢) przez podanie zaleznoSci okreslajacej elementy macierzy:

np. dla macierzy Hilberta elementy macierzy okreslone sa nastgpujaca zaleznoscia:
a(i, j) = 1/ (itj-1), aby wyznaczy¢ elementy tej macierzy mozna skorzysta¢ z biblioteki
programu piszac polecenie hilb(n), gdzie n - stopien macierzy lub napisa¢ wiasny
program:

n=
fori=1:n
for j=1:n
A(inj) = 1/(i+-1);
end
end
disp(A)

napisanie $rednika na koncu linii powoduje brak wyswietlania posrednich obliczen,
disp() - wyswietlenie wyniku

Elementy macierzy lub tablicy wartosci umieszcza si¢ zawsze w nawiasach kwadratowych, natomiast
nawiasy zwykle zarezerwowane sa dla polecen i funkcji MATLABA-a.
Poszczegdlne elementy polecenia badz funkcji oddzielane sa przecinkami i jezeli nie stanowia zmiennej lub
liczby umieszczane sa w apostrofach (np. plot(x, y, ‘r*”)).
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Poniewaz  program  pamigta  wszystkie wykorzystywane zmienne, wigc w przypadku

wprowadzenia nowej zmiennej pod uzywana wczesniej nazwa, nalezy usuna¢ stara zmienng poleceniem clear
nazwa_zmiennej; mozna tez usunaé¢ wszystkie dotychczasowe zmienne piszac clear .

3. Podstawowe dzialania arytmetyczne na macierzach i tablicach wartoSci.

A:|:an alzi| B:|:b11 b12i|
all aZZ b21 b22
A=[12 B=[11
2 3] 2 1]
a) mnozenie
. allbll +a12b21 a11b12 +a12b22
macierzy A*B=
ayb,, +ayb, a,b,,+ayb,
A*B=[53
8 5]
a,.b a.b
tablic wartosci A.*B = |: e 127 }
aZl 21 a22]:)22
AFB=[12
4 3]
b) dzielenie
D'k
macierzy A/B=A*B'=A*

B

- {B; B;T
B, B,
[B:I ] = (_ 1)2b22 [B,lfz]= (_ 1)3b21

[B;]:(_ 1)3b12 [B;2]:(_ 1)4[)11



BD*=|: bzz _b12j|
_b21 b11

|B| =b,b,, —=b;,b,,

bzz _blz
-1 _ BD* — bnbzz _b12b21 bnbzz _b12b21
|B| —b,, by,
bnbzz _b12b21 bnbzz _b12b21
anbzz _alzbZI _allb12 +alzb11
A*B™! = by by =byyby, byby, =by,by
ayb,, a,b, —-a,b,, +a,b,
b11b22 _b12b21 bnbzz _b12b21
A/B=[3-1
4-1]
A Ay
. ;. _ b11 b12
tablic warto$ci A./B=
A Ay
bz1 bzz
A./B=[12
13]
2./B=[22
12]

2 / B - dzialania nie mozna wykona¢é

¢) potegowanie

macierzy AN3 = A*A*A

AN3=[21 34
34 55]



tablic wartosci

d) dzielenie lewostronne

macierzy
x=A\b
x=ATp

np.:

3 3
a a
n an
A3 =|: , ; :|
a5 Ay

AA3=]1 8
8 27]

{allxl +a;x, =b,
ayX, +ayx, =b,

A:|:311 alzi| b:|:b1i| X:|:X1i|
a, a, b, X,
Ax=b to x=A"b lub x=A\b

- zapis rozwigzania uktadu réwnan liniowych metoda eliminacji Gaussa
z czgsciowym wyborem elementu gldéwnego (dzielenie lewostronne)

- rozwiazanie uktadu réwnan metoda odwracania macierzy

X, +2x, =4
2x, +3x, =7

St

by by
) L. a,;, a;
tablic wartosci A.\B= =B./A
by by
A, Ay
A\NB=[1 12

1 1/3]



4. Rysowanie wykresow.

Rysowanie wykreséw na ptaszczyznie umozliwia polecenie plot(), np.: plot(x, y, 'typ linii'), przy
czym X - zmienna niezalezna, y - zmienna zalezna, natomiast typ linii okresla kolor i znacznik linii.
Dopuszczalne kolory i znaczniki linii:

znacznik kolor

. (kropka) y - 26ty

0 (mata litera o) m - fioletowy

X (mata litera x) ¢ - jasno-niebieski

+ (plus) r - czerwony

* (znak mnozenia) g - zielony

- (minus) b - niebieski
(dwukropek) w - biaty

- (minus, kropka) k - czarny

-- (minus, minus)
przyktadowe polecenie: plot(x, y, 'r*')

Mozna umiesci¢ kilka krzywych w jednym uktadzie wspotrzednych np.: y = f(x), z = {(x), u = f(x) piszac
polecenie: plot(x, y, 'r*', x, z, 'c+', X, u, 'co").

Polecenie subplot pozwala na umieszczenie krzywych w kilku uktadach wspoétrzednych w jednym oknie.
Sktadnia tego polecenia jest nastepujaca:
subplot(ilos¢ wykreséw w pionie, illo§¢ wykresow w poziomie, kolejnosc¢)

np. polecenia:
subplot(2, 1, 1)
plot(x, y)
subplot(2, 1, 2)
plot(z, w)

umozliwiaja narysowanie dwoch wykresow w pionie, przy czym wykres (X, y) jako pierwszy umieszczony
jest na gorze ekranu, natomiast (z ,w) jako drugi na dole ekranu.

Polecenia xlabel('tekst'), ylabel('tekst') i title(‘tekst’) umozliwiaja dotaczenie etykiet do osi x i y oraz
tytulu wykresu, natomiast polecenie text(x, y, 'tekst') pozwala na dodanie dowolnego tekstu na wykresie,
przy czym (X, y) sa to wspotrzedne okreslajace poczatek tekstu.

Polecenie grid on powoduje wyswietlenie linii siatki, grid off usuwa linie siatki z wykresu

5. Wybrane elementarne funkcje matematyczne.

abs(x) - warto$¢ bezwzgledna log(x) - logarytm naturalny
max(x) - warto$¢ maksymalna log10(x) - logarytm dziesigtny
real(x) - czg$¢ rzeczywista sqrt(x) - pierwiastek kwadratowy
imag(x) - czg$¢ urojona exp(x) - funkcja wyktadnicza
cos(Xx) pi - liczba IT

atan(x)

sin(x) - funkcje trygonometryczne

tan(x)
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Cwiczenianr 112

PRZYBLIZANIE FUNKCJI



Interpolacja
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Cwiczenie nr 1

Dane sa wartosci funkcji w pewnych punktach zwanych weztami interpolacji. Nalezy wyznaczy¢
przyblizone wartosci tej funkcji w punktach nie bgdacych weztami w taki sposob, aby btad w tych punktach
byt jak najmniejszy. W tym celu nalezy dobrac:

= metode

= rozmieszczenie wezlow
= liczbe wezlow

Istnieja dwie podstawowe metody interpolacji:

* liniowa - w danym przedziale funkcja zastgpowana jest odcinkami linii prostej
= paraboliczna - w danym przedziale funkcja zastgpowana jest wielomianem okreslonego stopnia

(moga to by¢ wielomiany algebraiczne, trygonometryczne badz funkcje sklejane)

Przebieg ¢wiczenia MET-NUM (program INTERPOL):

1.) w przedziale < -1; 1 > sprawdzi¢ warto$ci btedéw interpolacji w weztach interpolacji, spisac
wartosci btedoéw jezeli sa wigksze od 107" (pojawienie si¢ w wezle btedu wigkszego od 1071°
eliminuje metode); wyniki zamie$ci¢ w tabeli

2.) dla danej funkcji odczyta¢ z wykresu wartos¢ bezwzgledna z max wartosci btedu interpolacji dla
wszystkich metod 1 wszystkich rodzajow rozmieszczenia weztow (oprocz wilasnych) odpowiednio

dla 3, 51 9 weztéw, ponadto dodatkowo odczyta¢ wartos¢ btgdu dla metody Lagrange'a dla 2
weztow rownoodleglych; wyniki zamiesci¢ w tabeli

3.) wykona¢ wykresy (w skali logarytmicznej) btedu w funkcji liczby weztéw dla wszystkich metod i1
dla wszystkich rodzajow rozmieszczenia weztow

4.) na podstawie wykreséw okresli¢ dla danej funkcji optymalng metode, optymalne rozmieszczenie i
optymalna liczbg weztow

Bledy w wezlach
Rozmieszczenie wezlow
Metoda rownoodlegle zera punkty ekstremalne punkty zageszczone
3 5 9 3 5 9 3 5 9 3 5 9
Lagrange’a
Newtona
Funkcji sklejanych
Thielego
Paszkowskiego
Modul z maksymalnej wartos$ci bledu w przedziale interpolacji
Rozmieszczenie wezlow
Metoda réwnoodlegle zera punkty ekstremalne punkty zageszczone
3 5 9 3 5 9 3 5 9 3 5 9
Lagrange’a
Newtona
Funkcji sklejanych
Thielego

Paszkowskiego
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Program MATLAB, dzigki swojej funkcji bibliotecznej  interpl, umozliwia  dokonanie
interpolacji funkcji jednej zmiennej y = f(x) w punktach x; nie bgdacych weztami

yi = interp1(z, y1, x;, ’'metoda’) (z, y1) - wezly interpolacji

nastepujacymi metodami:

* ‘linear’ - interpolacja liniowa
= ‘spline’ - interpolacja funkcjami sklejanymi trzeciego stopnia
= ‘cubic’ - interpolacja wielomianami trzeciego rz¢du

We wszystkich przypadkach elementy wektora z musza stanowi¢ ciag rosnacy, natomiast trzecia metode
nalezy stosowac tylko dla we¢ziéw rownoodlegltych. W sktadni polecenia mozna pomina¢ nazwe metody;
wowczas metoda domys$lna jest interpolacja liniowa.

Sposréd metod dostepnych w programie MET-NUM metoda Lagrange'a (przyblizanie funkcji wielomianem
algebraicznym o stopniu n zaleznym od liczby we¢ziow) dla dwdch weztéw stanowi interpolacje liniowa, dla
trzech we¢zléw bedzie to przyblizanie za pomoca wielomianu stopnia drugiego, dla czterech za pomoca
wielomianu stopnia trzeciego itd.

Przebieg ¢wiczenia MATLAB:

1)

wyznaczy¢ warto$ci funkcji interpolowanej y = f(x) 1 narysowac jej wykres w calym przedziale
interpolacji < -1;1 > z krokiem 0.01

dobrac¢ krok dla wezioéw interpolacji z (kolejno dla 2, 3, 519 weztow)

wyznaczy¢ wartosci y1 funkcji y = f(x) w weztach z

dokona¢ interpolacji funkcji y = f(x) w punktach x; dla, weztéw (z, y1), uzywajac polecenia interpl
(wyznaczany jest wektor y; warto$ci funkcji interpolujacej w punktach x;)

wyznaczy¢ maksymalny bezwzgledny btad interpolacji (warto$¢ bezwzgledna z maksimum réznicy
pomigdzy funkcja interpolowana a interpolujaca); wyniki zamie$ci¢ w tabeli

narysowa¢ wykresy funkcji interpolowanej 1 funkcji interpolujacej w jednym uktadzie
wspotrzednych (zaznaczy¢ * wezly interpolacji), natomiast wykres biedu interpolacji w drugim;
wykresy 1 napisany program zamiesci¢ w sprawozdaniu

poréwna¢ wyniki otrzymane w programie MATLAB z wynikami z programu MET-NUM.

Poréownanie wynikow

Metoda

Liczba wezlow

2 3 5 9

MET-NUM
(m. Lagrange’a, wezly réwnoodlegle)

MATLAB
(interpl)
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Przyklady

1. Dla wartosci zapisanych w tabeli dokonaé interpolacji liniowej z krokiem 0,1 a nast¢pnie narysowac
wykres, przy czym wartosci z tabeli zaznaczy¢ na wykresie *.

X -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

95 | 101 | 11,3 | 125 | 137 | 151 | 167 | 184 | 207 | 225 | 258

<

$%interpolacja funkcji jedne]j zmienne]

x=-5:1:5 %(x,y) - wspbdirzedne wezldw interpolacji
y=[9.5 10.1 11.3 12.5 13.7 15.1 16.7 18.4 20.7 22.5 25.8]

xi=-5:0.1:5 $(xi,yi) - wspbdirzedne punktdw w ktdrych
yi=interpl (x,vy,x1i, 'linear"') % dokonywana jest interpolacja

plot(x,vy,"'*',xi,yi)

grid on

title('interpolacja funkcji jednej zmiennej')
xlabel ('zmienna x')

ylabel ('zmienna y'")

text (1.5,11,'* - wezly interpolaciji')

interpolacja funkciji jednej zmiennej
26

\ /]

'
)4

\.\

N
o

Zmiennay
— — —
£ » (o]

\

/ * - wezly interpolagiji
10

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
zmienna X




-14 -
2. Dokonac¢ interpolacji liniowej funkcjiy = x* sin(Hx) w przedziale <-1;4 >z

krokiem 0,5. Narysowa¢ wykres danej funkcji i funkcji przyblizajacej w jednym uktadzie wspotrzednych
natomiast wykres btedu interpolacji w drugim; wezly interpolacji zaznaczy¢ *. Wyznaczy¢ maksymalna
warto$¢ bezwzglednego bledu interpolacji w rozpatrywanym przedziale.

%$%interpolacja funkcji jedne] zmiennej

x=-1:0.01:4

y=(x.72) .*sin (pi*x)

z=-1:0.5:4 %(z,vyl) - wspdirzedne wezildw interpolacii

yl=(z.”2) .*sin(pi*z)

yi=interpl (z,vyl, x) syl - wartosci funkcji przyblizajacej w przedziale
%interpolacji

bl=y-yi %bl - btad interpolacji

blm=max (abs (bl)) $blm - max wartos¢ bledu interpolacji

subplot(2,1,1)

plot(x,y,%x,yi,z,yl,'*")

grid on

title ('wykres danej funkcji i jej przyblizenia')
xlabel ('zmienna x')

ylabel ('zmienna y')

text(1.7,-12.5,'* - wezly interpolacji')

subplot(2,1,2)

plot (x,bl)

grid on
title('wykres bledu')
xlabel ('zmienna x')
ylabel ('zmienna y')

wykres danej funkcji i jej przyblizenia
10

5 AN

zmienna 'y

S

. \
N/

* - wezly interpolacii

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
zmienna x

4 )
wyk?es bledu

zmienna y
o

) Vi

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
zmienna x

Maksymalna wartos¢ biedu interpolacji w rozpatrywanym przedziale wynosi: blm = 3,8265
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Cwiczenie nr 2

Aproksymacja

Aproksymacja jest to przyblizanie funkcji za pomoca wielomiandw.

Dla danej funkcji F(x) okreslonej w przedziale < a, b > poszukiwana jest funkcja f(x) dajaca najmniejsze max
roéznicy pomigdzy funkcja F(x) a f(x) w catym przedziale <a, b >:

I FG)—f(X) [|= sup [F(x)-f(x)]|

xg<a,b>

Aproksymacja jednostajna jest to aproksymacja funkcji z przestrzeni C(T) funkcji rzeczywistych ciagtych w
ustalonym zbiorze domkni¢tym T zgodnie z norma:

I£ Il,=max | £(x)|

tzn. poszukiwany jest wielomian optymalny pf taki, ze:

I f-=pfll.ZIIf-qll, dla dowolnego q

Znalezienie wielomianu optymalnego nie jest latwe, dlatego czgsto zastgpuje si¢ go wielomianem prawie
optymalnym.

Przebieg ¢wiczenia MET-NUM (program UNIFAPPR):

1)

2)
3)
4)
5.

6.)

dla stopni wielomianu podanych w tabelce spisa¢ wartosci btedu bezwzglednego dla wszystkich
metod; wyniki zamie$ci¢ w tabeli

dokona¢ wyboru najlepszej metody aproksymacji sposréd metod prawie optymalnych, pozostate
metody uszeregowac ze wzgledu na wielkos¢ btedu

w oparciu o wyniki dla najwyzszego stopnia wielomianu, zbada¢ jak zachowuja si¢ wspotczynniki
wielomianu aproksymujacego, w zaleznos$ci od charakteru funkc;ji

dla najmniejszego i najwigkszego stopnia wielomianu przerysowaé wykres bledu dla aproksymacji
optymalne;j

narysowa¢ w skali logarytmicznej wykresy btedu aproksymacji w funkcji stopnia wielomianu
aproksymujacego dla wszystkich metod aproksymac;ji

na podstawie wykresu okresli¢ jak zachowuje si¢ blad aproksymacji przy wzroscie stopnia
wielomianu

Blad aproksymacji

Metoda Stopien wielomianu
n= n= n= n= n= n= n= n=

B

P

S

1

J

G

K

L

M

=
>
-
=
>
=
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Dana jest seria N danych (np. wyniki pomiarow) x = [xl,....xn]T 1 odpowiadajaca jej seria
N wielkosci y = [yl,....yn]T. Zadaniem aproksymacji jest znalezienie funkcji f(x) przyblizajacej w sposob

optymalny zalezno$¢ pomigdzy x i y. Bledy przyblizenia sa sumowane po N pomiarach, otrzymuje sig
wowczas tzw. odchylenie sredniokwadratowe:

)= %Z(y —£(x,))’

wazne jest, aby warto$¢ J byta mozliwie jak najmniejsza.
Dokonywana jest aproksymacja funkcji y za pomoca wielomianu W(x):

r r-1
W(Ex)=ax +a_Xx +..+ax+a,

Na podstawie posiadanych danych y = f(x)

Xj X1 X2 | e XN

Yi Yl Yo oo YN

konstruowana sg:

* macierz wartosci X o wymiarach N x (r+1);

gdzie N - ilos¢ danych (x;, i), I - stopien wielomianu przyblizajacego W(X);
= macierz wspotczynnikow wielomianu a;
= wektor wartosci y:

r r-1
X X 1 a, i
r r-1
X, X 1 a,, Y,
X=|"* 72 a=|" y=
r r-1
Xy Xy 1 a, Y~

Iloczyn Xa daje kolumnowy wektor warto$ci wielomianu W dla poszczegdlnych danych x;. Szukany jest taki
wektor a, aby Xa byto jak najblizsze wektorowi y:

N
maiHZ(Yi -x;a)’ = main |y —Xal|

i=1
1= lly-Xall

poprzez rozwiazanie rOwnania:
a=X\y

minimalizowany jest Sredniokwadratowy blad przybliZzenia J.

Te metode aproksymacji w MATLAB-ie realizuje funkcja polyfit:

a = polyfit(x, y, r) r - stopien wielomianu
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Funkcja ta dla danych wektorow x i y znajduje wektor wspoOlczynnikéw a wielomianu stopnia r
przyblizajacego najlepiej w sensie sredniokwadratowym zalezno$¢ pomigdzy wartosciami x a y.

Dla r = 1 otrzymuje si¢ najprostsza metode aproksymacji ktora nazywana jest regresja liniowa; jest to
aproksymacja za pomoca funkcji liniowe;j.

Aby otrzyma¢ wartosci wielomianu przyblizajacego W(x) nalezy postuzy¢ si¢ funkcja MATLAB-a
polyval:

p = polyval(a, x)

Funkcja ta wyznacza warto$ci wielomianu o wspdiczynnikach okreslonych wektorem a dla wszystkich
elementow wektora x (macierzy X lub liczby) a otrzymane wartosci umieszcza w wektorze p lub macierzy P.

Przebieg ¢wiczenia MATLAB:

1)

2)

3)

4.)

5.)

6.)

7)

wyznaczy¢ warto$ci funkcji aproksymowanej y = f(x) i narysowac jej wykres w catym przedziale
aproksymacji <-1, 1>

zmieniajac kolejno, zgodnie z tabelka, stopien wielomianu, wyznaczy¢ wspdtczynniki wielomianow
aproksymujacych uzywajac funkcji polyfit

dla danego stopnia wielomianu wyznaczy¢ warto$ci wielomianu aproksymujacego wykorzystujac
funkcje polyval

dla danego stopnia wielomianu wyznaczy¢ maksymalny btad bezwzgledny aproksymacji (warto$¢
bezwzgledna z maksimum rdéznicy pomigdzy funkcja aproksymowana a wielomianem
aproksymujacym)

dla najnizszego stopnia wielomianu narysowa¢ wykresy funkcji aproksymowanej (y = f(x)) i
wielomianu aproksymujacego w jednym uktadzie wspotrzednych a wykres bezwzglednego btedu
aproksymacji w drugim; wykresy 1 napisany program zamie$ci¢ w sprawozdaniu

wykres btedu w funkcji stopnia wielomianu aproksymujacego umiesci¢ na wspdlnym wykresie z
krzywymi uzyskanymi z programu MET-NUM

poréwna¢ wyniki z obydwu programéow
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Przyktad

1. Dokona¢ aproksymacji Sredniokwadratowej funkcji y =2—2 wielomianem 2-go stopnia w przedziale
X+

<-1;1> z krokiem 0,01. Narysowa¢ wykres danej funkcji i funkcji przyblizajacej w jednym uktadzie
wspotrzednych natomiast wykres biedu aproksymacji w drugim. Wyznaczy¢é maksymalna warto$¢
bezwzglednego bledu aproksymacji w rozpatrywanym przedziale.

$%aproksymacja funkcji jedne] zmiennej

x=-1:0.01:1

y=x./(x.72+2)

r=2 %r - stopien wielomianu przyblizajacego
a=polyfit(x,vy,r) %a — wektor wspdiczynnikéw wielomianu przyblizajacego
p=polyval (a, x) %p - wektor wartosci wielomianu przyblizajacego
bl=y-p %bl - btad aproksymacji

blm=max (abs (bl)) %blm - max wartos$¢ biedu aproksymacii

subplot(2,1,1)

plot(x,y,x,p)

grid on

title('aproksymacja funkcji jednej zmiennej')
text (0.35,0.1, 'wykres wielomianu')

text (-0.5,-0.25, 'wykres danej funkcji')
xlabel ('zmienna niezalezna')

ylabel ('zmienna zalezna')

subplot(2,1,2)

plot (x,bl)

grid on

text (-0.5,0.07, 'wykres bledu aproksymacji')
xlabel ('zmienna niezalezna')

ylabel ('zmienna zalezna')

aproksymacja funkcji jednej zmiennej

0.4
"

%/kres wielomianu

0.2

/
-0.2 ’///

_ wykres danej funkc

zmienna zalezna
()

o=

e -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
zmienna niezalezna

0.1 T
© wykfres bledu aproksymaciji
5 0.05
S T
N
© 0
5 S
‘€ -0.05
N
-0.1

-1 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
zmienna niezalezna

Maksymalna warto$¢ btedu aproksymacji w rozpatrywanym przedziale wynosi: blm = 0,0546
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Cwiczenie nr 3

Zera funkcji i zera wielomianow

Zera wielomianow

Analityczne wyznaczanie rozwigzan rownan o skomplikowanych funkcjach jest czgsto niemozliwe,
dlatego duze znaczenie maja przyblizone iteracyjne metody rozwigzywania rownan. Metoda iteracyjna polega
na obliczaniu kolejnych przyblizen wartosci zera, wykorzystujacym wczesniej obliczone przyblizenia.

W programie MET - NUM przedstawione sa trzy metody iteracyjne wyznaczania zer funkcji:

= bisekcji (polowienia)
= siecznych
= Newtona

Metoda bisekeji pozwala znalez¢ zera funkcji o nieparzystej krotnosci. Wykorzystuje si¢ tutaj fakt, ze
warto$¢ funkcji zmienia znak w otoczeniu takiego zera. Po ustaleniu przedzialu [a, b] zawierajacego jedno
takie zero (np. metoda tablicowania) jako kolejne przyblizenie przyjmuje si¢ Srodek przedzialu x = (a + b)/2,
a nastgpnie rozpatruje si¢ ten przedziat na krancach ktérego funkcja ma przeciwne znaki. Postgpowanie to
kontynuuje si¢ tak dlugo, az zostanie osiagnigta zatozona doktadnos$¢.

Miara doktadnosci moze by¢ dlugo$¢ przedzialu zawierajacego poszukiwane zero lub | f | w $rodku
przedziatu. Metoda bisekcji jest zawsze zbiezna.

Roéwniez w metodzie siecznych i w metodzie Newtona wykorzystywany jest fakt zmiany znaku
funkcji w otoczeniu zera. W metodzie siecznych, po ustaleniu poczatkowego przyblizenia [a, b], prowadzona
jest sieczna do wykresu funkcji w punkcie a. Sieczna dzieli przedzial [a b] na dwie czg$ci, wybierany jest ten
podprzedziat na krancach ktérego funkcja przyjmuje przeciwne znaki. Postgpowanie kontynuowane jest do
osiagnigcia zalozonej dokladnos$ci.. Jako warto$¢ zera przyjmuje si¢ punkt przecigcia siecznej z osia
odcigtych.

W metodzie Newtona postepuje si¢ podobnie z tym, ze w punkcie poczatkowym przedziatu [a, b]
prowadzona jest styczna do wykresu funkcji. Jako warto$¢ zera przyjmuje si¢ punkt przecigcia stycznej z osia
odcigtych. Elementem decydujacym o zbiezno$ci metody Newtona jest wilasciwy dobdr przyblizenia
poczatkowego.

Metody siecznych i Newtona moga niekiedy by¢ rozbiezne.

Przebieg ¢wiczenia MET-NUM (program ROOT):
1.) przepisa¢ wspotczynniki wielomianu
2.) dla wybranego zera przepisa¢ wartosci | f | dla kolejnych iteracji i wszystkich metod

3.) na podstawie powyzszych wynikow wykona¢ w skali logarytmicznej wykresy | f | = f(l. iteracji) 1
dokona¢ oceny zbiezno$ci metod

Modul wartosci funkcji dla kolejnych iteracji

Metoda Liczba iteracji
1 2 3 4 5 6
Bisekcji
Siecznych
Newtona
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W  programie MATLAB istnieje funkcja roots(a), gdzie a jest macierza wierszowa zawierajaca

wspolczynniki wielomianu, dzigki ktérej mozna wyznaczy¢ wektor z zawierajacy zera (zardwno rzeczywiste
jak i zespolone) wielomianu W(x) o znanych wspoétczynnikach ag, aq, ... ap-1, ap .

Jezeli W(x)=a,x" +a,x"" +a,x" " +...+a,_ x+a,
to a=[aga «eeeee an-1 Ay
wowczas Z = roots(a)

Przebieg éwiczenia MATLAB:

1.) okresli¢ wektor a wspotczynnikow wielomianu W(x)

2.) wykorzystujac polecenie roots wyznaczy¢ zera wielomianu W(x)

3.) narysowa¢ wykres wielomianu w przedziale zawierajacym zera (zera zaznaczy¢ ,,0”); wykresy i
napisany program zamies$ci¢ w sprawozdaniu

4.) porowna¢ wyniki z obydwu programéow
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Przyklad

1. Wyznaczy¢ wszystkie zera nastgpujacego wielomianu i narysowaé jego wykres w przedziale
zawierajacym zera (zera zaznaczy¢ *):

wx)=x°—x’ - 7x* +15x* —6x* —14x+12

$%zera wielomianu

a=[1 -1 -7 15 -6 -14 12] %a - wektor zawierajacy wspdiczynniki wielomianu
z=roots (a) %z - wektor zawierajacy zera wielomianu

x=-3.1:0.01:2.1
Y=X."6-x."5=-T*x "4+15*x . "3-6*x."2-14*x+12

plot(x,y,real(z),0,"'*") %real (z) - wektor zawierajacy czesci rzeczywiste wektora z
grid on

title('wykres wielomianu')

xlabel ('x")

ylabel ('w(x)")

wykres wielomianu
100

50

-100

-150 s

-200
4

WartoS$ci zer rozpatrywanego wielomianu sa nastgpujace:

-3.000
2.000
1 + 1.0001
1 —1.0001
1.000
-1.000
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Zera funkcji

Istotnym zagadnieniem w metodach iteracyjnych jest znajdowanie przyblizen poczatkowych. W
przypadku, gdy nie ma zadnych informacji o zerach funkcji (o ich liczbie i krotno$ci) a interesuja nas zera
rzeczywiste, wowczas jedyna metoda umozliwiajaca wyznaczenie wartosci poczatkowych jest metoda
tablicowania polegajaca na znalezieniu w danym przedziale [a, b] podprzedziatow o dlugosci h na krancach
ktérych funkcja ma rézne znaki. Jezeli funkcja jest ciagta, to w takich przedziatach ma nieparzysta liczbe zer.

Metody iteracyjne umozliwiaja znalezienie zer wielokrotnych o nieparzystej krotnosci.

Jezeli xg jest zerem krotno$ci k to spetniona jest zalezno$¢:

f(xo) = P(X0) =oooo= '(xg) =0  natomiast  f*(x¢) =0

Metoda tablicowania nie wykrywa zer o parzystej krotnosci. W tym przypadku nalezy rozpatrywaé
funkcje: u(x) = f(x)/f(x), ktorej wszystkie zera sa pojedyncze i jednoczes$nie sa zerami funkcji f(x).
Zaktadana doktadno$¢ € nie moze by¢ mniejsza niz 10™'®; obliczenia zostaja przerwane, jezeli w metodzie
bisekcji dlugo$¢ przedzialu zawierajacego poszukiwane zero bedzie mniejsza od & (za warto$¢ zera
przyjmowany jest srodek ostatniego przedziatu).

W pozostatych metodach zakonczenie iteracji nastgpuje, gdy spelniony jest warunek:

1-m X, —X

jako warto$¢ zera przyjmowane jest przyblizenie Xu+1.
Przebieg ¢wiczenia MET-NUM (program ZERAFUNK):

1) na podstawie wykresu funkcji f i wykresu funkcji przez pochodna f/pf okresli¢ przedzial zawierajacy
wszystkie zera funkcji (w przypadku funkcji oscylacyjnych przedziat zawierajacy 8 zer)

1.) dokona¢ lokalizacji zer dla funkcji f (zera o nieparzystej krotnosci) i funkcji przez pochodna f/pf
(wszystkie zera) 1 dokona¢ wyboru zer o parzystej krotnosci (dlugo$¢ przedziatu tablicowania nie
moze by¢ wicksza od 3, natomiast krok tablicowania h nie moze by¢ mniejszy niz 10™)

2.) dla doktadnosci 107 wyznaczy¢ warto$ci wszystkich zer wszystkimi metodami; wyniki zamiescié w
tabeli

3.) dla zer wielokrotnych policzy¢ ich krotnos¢

Wartosci zer dla funkcji f i funkcji f/pf

Metoda
Bisekcji Siecznych Newtona Steffensena MATLAB
warto$¢ zera | liczba | warto$¢ zera | liczba | wartos$¢ zera | liczba | wartosé zera | liczba warto$¢ warto$¢
iteracji iteracji iteracji iteracji | zera (10°) | zera (eps)

W programie MATLAB rzeczywiste zera funkcji mozna wyznaczy¢ wykorzystujac polecenie fzero .
W tym celu nalezy w skrypcie (z rozszerzeniem ‘m’) zadeklarowal rozpatrywana funkcj¢ w sposob

nastepujacy:

function y = f(x)
y —
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Nastgpnie nalezy okresli¢ przyblizenie poczatkowe x0, czyli punkt wokot ktorego bedzie poszukiwane
zero, mozna réwniez poda¢ dokladnos$¢ obliczen tol oraz parametr w, ktory, jezeli ma warto$¢ niezerowa,
powoduje wyswietlenie posrednich obliczen. Skladnia polecenia fzero, ktére nalezy napisaé w oknie

programu, jest nastgpujaca:

z = fzero(‘plik’, x0, tol, w)

gdzie plik jest to nazwa skryptu (bez rozszerzenia) zawierajacego rozpatrywang funkcje¢, natomiast x0 jest to
przyblizenie poczatkowe. Jezeli nie zostanie podana warto$¢ tol woéwczas obliczenia beda wykonywane z
doktadnoscia rowna eps (doktadno$¢ maszynowa w MATLAB-ie) czyli 2,22*107', natomiast brak parametru
w powoduje pomini¢cie wyswietlania posrednich obliczen.

Algorytm polecenia fzero oparty jest na kombinacji metod bisekcji, siecznych i interpolacji.

Przebieg ¢wiczenia MATLAB:

1.) narysowac wykres funkcji y = f(x) w przedziale zawierajacym zera i1 okresli¢ przedziaty zmiennosci
funkcji

2.) w oddzielnym pliku zadeklarowa¢ funkcje y = f(x)

3.) dla doktadnosci 10™ i doktadnosci eps, wykorzystujac polecenie fzero i zmieniajac odpowiednio
punkt x0 wokot ktorego poszukiwane jest zero, wyznaczy¢ wszystkie (dla funkcji oscylacyjnych 3)
zera powyzszej funkcji (punkt x0 nie moze by¢ zerem funkcji)

4.) poréwna¢ wyniki z obydwu programow
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Przyktad

1. W przedziale <-3, 3> wyznaczy¢ wszystkie zera funkcji: y = (x+ 2)arctg(x—1) 1inarysowac jej wykres
w tym przedziale; miejsca zerowe zaznaczyc¢ o.

$%zera funkcji

$funkcje y=f (x) zadeklarowa¢ w skrypcie o nazwie np. zera.m:

function y=f (x)
y=(x+2) .*atan (x-1)

%ustali¢ punkty w otoczeniu ktbdérych poszukiwane beda zera (np. 3 1 -3)
$w oknie MATLAB-a kolejno napisa¢ i wywolac¢ polecenia:

zl=fzero('zera',-3) %obliczenia dokonywane sg z dokltadnoscia 2,22*10716
z2=fzero('zera',3,1le-6,1) %obliczenia dokonywane sa z doktadnoscia 10°°

w nowym skrypcie zamies$cié¢ polecenia stuzace do narysowania wykresu:

x=-3:0.01:3
y=(x+2) .*atan (x-1)

plot(x,vy,z1,0,'ro',z2,0,"'ro")
grid on

title('zera funkcji')

xlabel ("x")

ylabel ('y")

zera funkcji

W przedziale <-3; 3> funkcja ta posiada dwa zera rzeczywiste:

zl1=-2
z2=1
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Cwiczenie nr 4

Z.era wielomianow

Wielomian stopnia n o rzeczywistych wspotczynnikach posiada doktadnie n zer, przy czym dla
kazdego zera zespolonego istnieje doktadnie jedno zero z nim sprzgzone. Przedzialy zawierajace wszystkie
zera rzeczywiste mozna otrzymaé z twierdzenia Maclaurina. Mozna réwniez znalez¢ promien okrggu o
srodku w poczatku uktadu wspotrzednych (0, 0) zawierajacego wszystkie zera zarOwno rzeczywiste jak i
zespolone.

Podczas obliczania wszystkich zer wielomianu bardzo pomocna jest mozliwo$¢ eliminacji z danego
wielomianu obliczonego juz zera (deflacja wielomianu), przy czym istnieja wielomiany zle uwarunkowane
dla ktorych deflacja powoduje znaczne znieksztatcenie kolejnych obliczanych zer.

Przebieg ¢wiczenia MET-NUM (program ZERAWIEL):

1.) wprowadzi¢ wspolczynniki wielomianu (wspotczynniki sa tak dobrane, Ze rozpatrywane wielomiany
stopnia siodmego posiadaja 5 zer rzeczywistych i jedna par¢ zer zespolonych sprz¢zonych)

2.) obejrze¢ wykres wielomianu i dokona¢ lokalizacji obszaru zawierajacego zera

3.) dla doktadnosci 107° wyznaczy¢ wszystkie zera metoda Laguerre’a

4.) kolejno dla dokladnosci 107, 10, 10°, 10" i 10™"° wyznacza¢ wszystkie zera najpierw metoda
Laguerre’a a nastgpnie zera rzeczywiste pozostatymi metodami; dla wybranego zera rzeczywistego
przepisac liczbg iteracji dla poszczegdlnych metod

5.) dla powyzszego zera narysowa¢ wykresy w skali logarytmicznej L iteracji = f(dokladno$ci) dla
wszystkich metod

6.) na podstawie wykresoOw okresli¢ koszty metod

Przebieg ¢éwiczenia MATLAB:

1.) narysowac wykres wielomianu W(x) w przedziale zawierajacym wszystkie zera

2.) okresli¢ wektor a wspdtczynnikéw wielomianu W(x)

3.) wykorzystujac polecenie roots wyznaczy¢ wszystkie zera wielomianu W(x)

4.) zmieniajac doktadno$¢ w poleceniu fzero (107, 10, 10”°, 102 i 10™"%) wyznaczaé kolejno wartosé
tego samego zera rzeczywistego co w ¢wiczeniu MET-NUM

5.) poréwnaé wyniki z obydwu programéw

Wartos$¢ zera i liczba iteracji dla poszczegolnych metod w funkeji dokladnoSci

Dokladnos$¢

Metoda 103 10° 10° 10" 10

Wartos¢ L. it. Wartos¢ L it. Wartos¢ L. it. Wartos¢ L. it. Wartos¢ L it.
zera zera zera zera zera

Bisekcji

Siecznych

Newtona

Steffensena

Laguerre’a

Laguerre’a
(z deflacja)

MATLAB X X X X X
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ALGEBRA LINIOWA
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Cwiczenie nr 5

Algebra liniowa (uktady rownan liniowych)

Uktad réwnan liniowych o postaci: Zaijx,. =b, i=1,2,...n
ij=1

mozna przedstawi¢ w postaci macierzowej: Ax=b A = [a;] - macierz uktadu
b = [by, by, ... bn]T - wektor prawych stron
X = [X1, X2, <. xn]T - wektor rozwigzania

Jezeli macierz A jest macierza nieosobliwa (det(A) # 0), wowczas rozpatrywany uktad réwnan ma
doktadnie jedno rozwiazanie:

x=A"b A™' - macierz odwrotna do macierzy A

Rozwiazanie powyzszego ukladu réwnan mozna uzyskaé trzema metodami przedstawionymi w
programie MET-NUM:

= eliminacja Gaussa bez wyboru elementu gldéwnego

= eliminacja Gaussa z cz¢Sciowym wyborem elementu gléwnego

= za pomoca macierzy odwrotnej wyznaczonej metoda eliminacji Gaussa z czeSciowym
wyborem elementu gléwnego

Podczas eliminacji Gaussa dokonywany jest rozktad macierzy A na iloczyn macierzy trojkatnych L 1 U, gdzie
L - macierz trojkatna dolna (z jedynkami na przekatnej) i U - macierz trojkatna gorna:

Ax=b 1 A=LU = LUx=b
dokonujac podstawienia: Ux=y = Ly=b
, o Ux=y
otrzymujemy uktad rownan:
Ly=5>

W przypadku eliminacji Gaussa z czg$ciowym wyborem elementu gltéwnego dokonywany jest rozklad
trojkatny macierzy ze zmieniong kolejnoscia réwnan.

Jezeli elementy macierzy trojkatnych wyznaczonych metoda eliminacji Gaussa bez wyboru elementu
gtownego sa wszystkie nieujemne, to nalezy si¢ spodziewaé, ze rozwiazanie uzyskane bez wyboru elementu
gléwnego bedzie tak samo doktadne, albo nawet doktadniejsze od rozwiazania obliczonego z czg$ciowym
wyborem elementu gtdownego.

Kazda macierz A mozna przedstawi¢ w postaci rozktadu SVD:

A=UzV' gdzie UiV - macierze ortogonalne (U =U"; V' = V")
¥ - macierz przekatniowa

Y = diag(oi) o; - warto$ci szczegolne (osobliwe) macierzy A

Jezeli macierz A jest macierza nieosobliwa, to jej wszystkie wartosci szczegdlne sa dodatnie i
uporzadkowane nierosnaco. Jezeli ktorakolwiek warto$¢ szczegdlna macierzy jest mniejsza od 0, to macierz
ta jest macierza osobliwa.
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Modut (warto$¢ bezwzgledna wyznacznika macierzy A) jest iloczynem jej wszystkich warto$ci
szczegb6lnych

|det(A)| =610 ..... On

Doktadno$¢ numerycznie obliczonego rozwiagzania rozpatrywanego uktadu rownan liniowych zalezy
od zastosowanego algorytmu i uwarunkowania zadania.

Jako wskaznik uwarunkowania zadania rozwiazywania uktadu réwnan liniowych przyjmuje si¢
nastgpujaca zaleznos¢:

cond(A) = [|A[l*[|A” gdzie [|Al|=o3
(||A]| - norma macierzy A zdefiniowana jako najwigksza wartos¢ szczegolna o; tej macierzy)

Im wigksza jest warto$¢ cond(A), tym rozwiazanie uktadu réwnan jest bardzie] wrazliwe na mate zmiany
(zaburzenia) elementdw macierzy A i wektora b oraz na biedy zaokraglen powstajace w trakcie obliczen.

Oprocz powyzszych rozpatrywane sa jeszcze nastgpujace wskazniki i wyznaczniki:
Wskazniki z SVD:
1.) spektralny:

cond;(A) = G1/oy o1 - najwigksza warto$¢ szczeg6lna macierzy A
Gn - Najmniejsza warto$¢ szczegdlna macierzy A

2.) dla normy Frobeniusa:

S

cond (A) = [zj: Gi][zéJ :

3.) wspotczynniki numerycznej osobliwo$ci macierzy:

toll = n*macheps*oy n - stopien macierzy A
o1 - najwigksza warto$¢ szczeg6lna macierzy A
macheps — doktadno$¢ maszynowa
(tzn. najmniejsza liczba dodatnia reprezentowana
w komputerze taka, ze 1+ macheps >1)
w programie MET-NUM réwna ~1.8189894*107'

Jezeli ktorakolwiek warto$¢ szczegdlna macierzy A jest mniejsza niz toll to macierz A jest
numerycznie osobliwa.

tol = 10*n*macheps*||A||¢ |Al|r - norma Frobeniusa macierzy A (pierwiastek
z sumy kwadratéw wszystkich elementow macierzy)

Jezeli modut ktéregokolwiek elementu glownego macierzy A jest mniejszy od tol, to macierz ta jest
macierza numerycznie osobliwa.

4.) Wspoélczynnik numerycznej poprawnosci algorytmu:

wsp = [|r][2 / (macheps™ [|y]|*||Allr)
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r=b-Ay - wektor residuum

x| - druga norma wektora residuum (pierwiastek z sumy kwadratow jego
wspotrzednych)

y - rozwigzanie numeryczne

llyll2 - druga norma wektora rozwigzania numerycznego (pierwiastek z sumy
kwadratow jego wspotrzednych)

[|A||r - norma Frobeniusa macierzy A

macheps - doktadno$¢ maszynowa

Jezeli wsp jest rzedu n badz n’, to przyjmuje si¢, ze algorytm jest numerycznie poprawny.

5.) Btlad wzgledny rozwiazania:

W=|x-yl|2/]x] X - rozwiazanie doktadne
y - rozwigzanie obliczone

Jezeli warto$ci przekraczaja zakres liczb reprezentowanych w komputerze, to wyswietlana jest

wartos¢ 1E38.

W trakcie ¢wiczenia liczony jest btad wzgledny rozwiazania; aby mozna bylo wyznaczy¢ doktadna

warto$¢ tego bledu nalezy ustali¢ rozwiazanie x. Ustalona warto$¢ rozwigzania jest nastgpujaca: x[i] = 1;
nastepnie mnozac macierz ukladu A przez wektor rozwiazania x otrzymuje si¢ wektor prawych stron b. Na
podstawie doktadnej wartosci macierzy ukladu A i1 wektora prawych stron b wyznaczane sa wektory
rozwigzania numerycznego Xi, Xz 1 X3 trzema wymienionymi wyzej metodami.

Przebieg ¢wiczenia MET-NUM (program GAUSS):

1)
2)
3.

przepisa¢ informacje¢ na temat macierzy i zaleznos$¢ okreslajaca jej elementy

dla stopnia macierzy n =5 wypisac jej elementy

wynotowaé, dla dostgpnych trzech metod rozwiazywania uktadow réwnan liniowych warto$ci:
wyznacznika macierzy, blgdu wzglednego W i1 wspdtczynnika numerycznej poprawnos$ci algorytmu;
a ponadto dokladno$¢ maszynowa, najmniejszy element gtowny, najwigkszy element gltowny,
wspotczynniki numerycznej osobliwo$ci macierzy tol i toll, spektralny wskaznik uwarunkowania z
SVD, wskaznik uwarunkowania Frobeniusa z SVD, najwieksza warto$¢ szczegdlng i najmniejsza
warto$¢ szczegolna.

zgodnie z tabelka wprowadza¢ zaburzenia do elementu a;; macierzy A; przepisaé wartosci btedu
wzglednego W dla rozpatrywanych metod

zmieni¢ stopien macierzy na 7 i powtorzy¢ wszystkie polecenia

na podstawie powyzszych wspolczynnikéw 1 wskaznikéw okresli¢ poprawnos$¢ algorytmu i
numeryczne uwarunkowanie macierzy

w oparciu o wartosci bledu wzglednego (bez zaburzenia) ustosunkowac si¢ do poznanych metod
zbada¢ wrazliwo$¢ rozwiazania na wprowadzane zaburzenia (wykorzysta¢ wartosci wskaznikow
uwarunkowania z SVD)

okresli¢ wptyw stopnia macierzy na uzyskane wyniki
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Wyniki obliczen dla poszczegdélnych metod

Wskazniki, wyznaczniki i wspélczynniki Metoda (MET-NUM)

Gauss bez wyboru | Gauss z wyborem | Odwracanie macierzy

doktadno$¢ maszynowa (macheps)

wspotczynnik numerycznej poprawnosci algorytmu

wyznacznik macierzy X
blad wzgledny W

najmniejszy element gtowny X
najwigkszy element glowny X

wspotczynnik numerycznej osobliwosci tol

najmniejsza warto$¢ szczegolna

najwigksza warto$¢ szczegdlna

wspotczynnik numerycznej osobliwosci toll

spektralny wskaznik uwarunkowania z SVD

wskaznik uwarunkowania Frobeniusa z SVD

Wplyw zaburzenia na wartos$¢ bledu

Zaburzenie Blad wzgledny W

Gauss bez wyboru Gauss Z wyborem Odwracanie macierzy

bez zaburzenia

+0.01

- 0.01

+0.001

- 0.001

+0.0001

- 0.0001

W programie MATLAB dostepne sa m.in. nastgpujace funkcje dotyczace macierzy:

inv(A) - odwracanie macierzy

A\b - rozwiazanie uktadu réwnan liniowych metoda eliminacji Gaussa z
czgsciowym wyborem elementu gtéwnego (A - macierz uktadu, b - wektor prawych
stron)

det(A) - wyznacznik macierzy

[L,U] =lu(A) - rozktad macierzy na macierz trojkatna gorna L 1 macierz trdjkatna dolng U

[U,S,V] =svd(A) - rozktad SVD macierzy (A = USV', U, V - macierze ortogonalne, S - macierz
przekatniowa z wartoSciami szczegdlnymi o; na przekatnej)

s =svd(A) - wektor wartosci szczegolnych
¢=cond(A) - wskaznik uwarunkowania zadania rozwiazywania uktadow réwnan liniowych
rowny iloczynowi najwigkszych wartoéci szczegdlnych macierzy A i A™!
eps - doktadno$¢ maszynowa
norm(x) - norma wektora réwna pierwiastkowi z sumy kwadratéw jego wspotrzednych
norm(A,’fro’) - norma Frobeniusa macierzy réwna pierwiastkowi z sumy kwadratow
jej elementow

Ponadto mozna obliczy¢ czas wyznaczania rozwigzania (tic - poczatek pomiaru czasu, toc - koniec pomiaru
czasu):

tic, x3=inv(A)*b, toc
tic, x2=A\b, toc
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Przebieg ¢wiczenia MATLAB:

1.) na podstawie zaleznosci okreslajacej elementy macierzy utworzy¢ macierz stopnia n = 5 i porownac
z macierza z programu MET-NUM

2.) zdefiniowaé wektor rozwiazania x i obliczy¢ wektor prawych stron b
3.) wyznaczy¢ macierz Al odwrotna do macierzy A i rozwiazanie x3 metoda odwracania macierzy
4.) obliczy¢ wyznacznik macierzy A, dokona¢ rozkladu tej macierzy na macierze trojkatne i wyznaczy¢

rozwigzanie x2 metoda eliminacji Gaussa z czg$ciowym wyborem elementu gtownego

5.) dla obu metod obliczy¢ btad bezwzgledny (bl2 = x - x2 1 bl3 = x - x3) 1 wektory residuum (r2 =b -
A*x21ir3=Db - A*x3)

6.) dokona¢ rozktadu SVD macierzy A i wyznaczy¢ najmniejsza G, 1 najwigksza o7 wartos¢ szczegdlna
tej macierzy oraz wskaznik uwarunkowania cond(A)

7.) wyznaczy¢ doktadno$¢ maszynowa eps i obliczy¢ wspotczynniki numerycznej osobliwos$ci macierzy
(tol = 10*n*eps*norm(A,’fro’) i toll = n*eps*o)

8.) wyznaczy¢ btedy wzgledne rozwiazan (W2 = norm(x - x2)/norm(x) i W3 = norm(x-x3)/norm(x))
9.) obliczy¢ wspotczynniki numerycznej poprawnosci algorytmu (wp2 =
norm(r2)/((eps*norm(x2)*norm(A,’fro’)) i wp3 = norm(r3)/((eps*norm(x3)*norm(A,’fro’)))
10.) wyznaczy¢ czas obliczen dla obydwu metod

11.) poréwna¢ wyniki z obydwu programow

Wiyniki obliczen w programie MATLAB

Wskazniki, wyznaczniki i wspélczynniki Metoda (MATLAB)

Gauss Z wyborem | Odwracanie macierzy

doktadno$¢ maszynowa (eps)

wspotczynnik numerycznej poprawnosci algorytmu |

wyznacznik macierzy

blad wzgledny W

czas obliczen

wspotczynnik numerycznej osobliwosci tol

najmniejsza warto$¢ szczegolna

najwigksza warto$¢ szczegdlna

wspotczynnik numerycznej osobliwosci toll

wskaznik uwarunkowania (cond)




-33-
Przyktad

1. Stosujac metode eliminacji Gaussa z czg¢sciowym wyborem elementu gldéwnego i metod¢ odwracania
macierzy rozwiaza¢ nast¢pujacy uktad rownan liniowych:

X—-2y+5z+u=10
2x+y—-z-2u=-3
5x+y+2z-u=1

3x-y+3z-3u=4

$%uktady réwnan liniowych

A=[1 -2 5 1 %macierz ukitadu
21 -1 =2
512 -1
3 -1 3 -3]
b=[10 -3 1 4]' swektor prawych stron
x1=A\Db %$rozwigazanie metoda eliminacji Gaussa

%z czeSciowym wyborem elementu gidwnego

x2=1inv (A) *b %$rozwiazanie metoda odwracania macierzy

Rozwiazanie powyzszego uktadu réwnan jest nastgpujace:

x1 = X2 =
-10.0000 -10.0000
20.0000 20.0000
13.0000 13.0000

-5.0000 -5.0000



_34 -
Cwiczenie nr 6

Algebra liniowa (warto$ci wlasne macierzy)

Dana jest macierz rzeczywista A stopnia n, warto§ci wlasne A tej macierzy i jej wektor wlasny x sa
zdefiniowane nastgpujaco:

AX =AX

Jezeli macierz A jest macierza symetryczng to wszystkie jej wartosci wlasne sa rzeczywiste 1 istnieje
macierz ortogonalna Q (Q'=Q") taka, ze :

QTAQ = diag(A) A o An - warto$ci wlasne macierzy A
q; - wektory wlasne macierzy A (kolumny macierzy Q)
Aq; = Ajqj j=1... n

Wszystkie warto$ci wlasne sa pierwiastkami wielomianu charakterystycznego:
det(A - AI)
Warto$ci wlasne macierzy symetrycznej mozna wyznaczy¢ m. in. metodami:

= Jacobiego
= bisekcji

u QL

Metode Jacobiego stosuje si¢ bezposrednio do macierzy A, aby zastosowa¢ metodg bisekcji nalezy
najpierw przeksztatci¢ macierz A przez podobienstwo ortogonalne do postaci tréjprzekatniowej symetrycznej
B (procedura TRIDIAG):

B=Z7Z"AZ Z - macierz ortogonalna (Z"' = Z")

Macierz B jako podobna do macierzy A ma takie same warto$ci wtasne.
Podobnie postepuje si¢ w przypadku metody QL, ktora stuzy do wyznaczania wartosci wlasnych
macierzy symetrycznych tréjprzekatniowych.

W procedurach dostgpnych w programie MET-NUM koszty metod stanowia:

= czas wykonywania obliczen

* liczba cykli i obrotéw (JACSYM)
» liczba podziatow (BISECT)

* liczba iteracji (QLSYM)

Do pomiaru czasu wykorzystano procedury pakietu DOS-GETTIME; czasy obliczen obarczone sa 55
ms btedem wynikajacym z realizacji procedury i moga rézni¢ si¢ nawet w przypadku powtarzania obliczen.
Nalezy pamigtac, ze procedura BISECT nie wyznacza wektorow wiasnych.

Zadanie obliczania warto$ci wlasnych macierzy symetrycznej jest bardzo dobrze uwarunkowane.
Oznacza to, ze wartoSci wlasne nie sa wrazliwe na male zmiany elementow macierzy A, ponadto
przeksztalcenie macierzy przez podobienstwo ortogonalne nie zmienia uwarunkowania.

Wszystkie warto$ci wlasne macierzy symetrycznej dodatnio okreslonej sa dodatnie.
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Doktadnos¢ z jaka metody Jacobiego, bisekcji i QL wyznaczaja najmniejsze warto$ci wlasne jest w
ogolnym przypadku taka sama. Doktadno$¢ obliczeniowa sprawia, ze w niektorych przypadkach uzyskuje sig
ujemne najmniejsze warto$ci wlasne.

Przebieg ¢wiczenia MET-NUM (program JACOBI):

1.) dla stopni macierzy n = 2, 4 ... 20 tworzy¢ kolejno macierze A symetryczne o zadanych warto$ciach
wlasnych tworzacych ciag arytmetyczny, geometryczny lub harmoniczny

2.) dla stopnia n =4 wynotowac elementy macierzy A i jej warto$ci wlasne

3.) dane dotyczace kosztow metod umiesci¢ w tabeli

4.) dla wszystkich metod narysowa¢ wykresy: czas = f(st. macierzy) i l. operacji = f(st. macierzy)
(do czasow metod BISECT 1 QLSYM nalezy doda¢ czas procedury TRIDIAG)

5.) zamies$ci¢ wnioski dotyczace kosztéw poszczegdlnych metod

Koszty metod

Stopien Macierz SYMETR RAND

macierzy TRIDIAG JACSYM BISECT QLSYM

czas czas cykle czas podzialy czas iteracje

NN

12

14

16

18

20

20

W programie MATLAB istnieja polecenia umozliwiajace wyznaczenie wartosci wlasnych i wektoréw
wlasnych macierzy:

L =eig(A) - wektor L zawiera warto$ci wtasne macierzy kwadratowej A
[V,D] = eig(A) - macierz D zawiera warto$ci wlasne macierzy A umieszczone na
przekatnej

- kolumny macierzy V sa wektorami wlasnymi macierzy A

Zgodnie z definicja wartosci wlasnych i wektoréw wilasnych dla macierzy symetrycznej A istnieje macierz
ortogonalna V taka, ze V' = V''i wowczas spetnione sq zaleznosci:

AV=VD
D=V’AV

Przebieg ¢wiczenia MATLAB:

1.) zadeklarowa¢ macierz A stopnia n =4 i wyznaczy¢ jej wartosci wlasne
2.) poréwna¢ wyniki z obydwu programow

3.) policzy¢ iloczyny AV oraz VD i porownacé je ze soba

4.) wyznaczy¢ iloczyn V’AV i poréwnac z macierza D
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Przyktad

1. Wyznaczy¢ warto$ci wlasne i wektory wlasne macierzy kwadratowej rzgdu S, ktorej elementy okreslone
sg zaleznoscia:

a(i,j) = 1/(i+j-1)

$%Wartosci witasne i wektory wlasne macierzy

n=>5 $stopien macierzy
for i=1l:n %petle for generujgce macierz

for j=1:n

A(i1,3)=1/(i+3-1);

end
end
disp (A) swyswietlenie macierzy
[V,D]=eig (A) %V - macierz wektordw wltasnych macierzy A

%D - macierz zawierajaca wartos$ci wlasne macierzy A

Wygenerowana macierz A:
n =
5

1.0000 0.5000 0.3333 0.2500 0.2000
0.5000 0.3333 0.2500 0.2000 0.1667
0.3333 0.2500 0.2000 0.1667 0.1429
0.2500 0.2000 0.1667 0.1429 0.1250
0.2000 0.1667 0.1429 0.1250 0.1111

Kolumny macierzy V sa wektorami wlasnymi macierzy A:
V =

0.0062 0.0472 0.2142 -0.6019 0.7679
-0.1167 -0.4327 -0.7241 0.2759 0.4458
0.5062 0.6674 -0.1205 0.4249 0.3216
-0.7672  0.2330 0.3096 0.4439 0.2534
0.3762 -0.5576 0.5652 0.4290 0.2098

Warto$ci szczegolne macierzy A znajduja si¢ na przekatnej macierzy D:
D =

0.0000 0 0 0
0 0.0003 0 0
0 0 00114 0
0 0 0 0.2085

0
0
0
0
0 0 0 0 1.5671
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Cwiczenia nr 7

CALKOWANIE



_38-
Cwiczenie nr 7

Calkowanie

Dana jest funkcja f(x) ciagta w przedziale (a, b):
Jezeli

b
F’(x) = f(x) to _[f (x)dx =F(b)—-F(a) F - funkcja pierwotna funkcji f

Catkowanie numeryczne polega na obliczeniu catki oznaczonej na podstawie funkcji podcatkowej w
pewnych punktach przedzialu catkowania. Odpowiednie wzory dajace poszukiwana warto$¢ przyblizona
catki nazywane sa kwadraturami.

Funkcje podcatkowa zastepuje si¢ w przedziale (a, b) funkcja interpolujaca lub aproksymujaca o
mozliwie prostej postaci (np. wielomianu) dla ktorej znana jest funkcja pierwotna.

Punkty w ktérych obliczane sa wartosci funkcji podcatkowej wystepujacej w kwadraturze nazywane
sa weztami kwadratury.

Rozpatrywane beda trzy kwadratury:
= metoda prostokatow
* metoda trapezoéw

* metoda Simpsona

Metoda prostokatow polega na zastapieniu funkcji podcatkowej funkcja stata g taka, ze:

g(x) = f(xo) X¢ - punkt przedziatu (a, b)
woOwczas calka dana jest wzorem:

(b - a)f(xo)
Jest to kwadratura zbudowana na jednym wezle.

Metoda trapezow polega na zastepowaniu funkcji podcatkowej funkcja liniowa g, ktora przechodzi przez
punkty (a, f(a); b, f(b)), wéwczas wartos¢ catki wynosi:

f(a)—f(b)

(b—a) )

Jest to kwadratura oparta na dwoch weztach.

a+b

Metoda Simpsona wykorzystuje trzy punkty przedzialu (a, b): a, , b. Na tych trzech punktach

zbudowana jest parabola; warto$¢ catki jest rowna:

b-a a+b
f(a)+4f
6(() (2

)+1(b))

Jest to kwadratura oparta na trzech weztach.
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Zwigkszajac liczbg weztow mozna przybliza¢ funkcje f(x) wielomianami coraz wyzszych stopni; nie
jest to jednak wlasciwy sposob postepowania, poniewaz zwigkszanie stopnia wielomianu nie zawsze
poprawia doktadno$¢ otrzymywanych wynikoéw.

Poprawe doktadno$ci mozna zawsze uzyskac¢ stosujac podziat przedziatu (a, b) na podprzedziaty o
réwnej dtugosci z zastosowaniem w kazdym z podprzedziatow jednej z prostych kwadratur. Odpowiada to
zastapieniu funkcji podcatkowej linia famana lub odcinkami parabol. Sa to tzw. kwadratury ztozone.

Przebieg ¢wiczenia MET-NUM (program TRAPEZY):

1.) zaobserwowa¢ w jaki sposob wyznaczana jest catka dla réznych funkcji podcatkowych za pomoca
prostych kwadratur

2.) opierajac si¢ na ilustracji krokowej wybraé¢ dla danej funkcji podcatkowej t¢ z prostych kwadratur,
ktéra zapewnia najmniejszy blad bezwzgledny wqg - wi , (Wq - warto§¢ doktadna catki, wy - wartos§¢
catki policzona dang kwadratura)

3.) korzystajac z kwadratur ztozonych zaobserwowac¢ w jaki sposob konstruowane jest rozwiazanie dla
réznych kwadratur 1 przepisa¢, dla danej funkcji podcatkowej, wartosci btedu bezwzglednego dla
kolejnych warto$ci podziatow przedziatu catkowania (2, 4, 8, 16, 32)

4.) narysowa¢ wykres blad = f(liczba podzialéw przedzialu) dla wszystkich metod; wybra¢ metodg
zapewniajaca najmniejszy btad

Blad calkowania
Metoda Liczba podzialow przedzialu calkowania
1 2 4 8 16 32

Lewych prostokatéow

Punktu Srodkowego

Prawych prostokatéow

Trapezow

Simpsona

Wyznaczenie funkcji pierwotnej jest bardzo czgsto niemozliwe lub bardzo trudne, dlatego stosuje si¢

numeryczne metody calkowania, ktore polegaja na przyblizeniu funkcji podcatkowej f(x), lub jej kolejnych
fragmentéw, na danym przedziale (a, b) za pomoca innej funkcji dla ktorej warto$¢ calki jest okreslona
analitycznie.
Funkcja taka moze by¢ wielomian. Metody catkowania numerycznego rozmieszczaja w przedziale
catkowania numerycznego (a, b) punkty w ktorych zostanie dokonana interpolacja wielomianem.
Wspomniane punkty oznaczone jako xx (k =0, 1 ... N) nazywane sa weztami kwadratury . Jezeli odlegtosci
pomigdzy kolejnymi weztami sa takie same, a interpolacji dokonujemy wielomianem Lagrange’a oraz xg =a i
xn = b, to kwadrature taka nazywamy kwadratura Newtona-Cotesa.

Dla N = 0 otrzymuje si¢ wzor calkowania metoda prostokatéw (jeden wezet), dla N = 1 - metoda
trapezow (dwa wezty) a dla N =2 metoda Simpsona (trzy wezty).

Kwadratury Newtona-Cotesa maja nastepujaca postac:

Q(f,a,b) = ZN:Akfk (xy)

gdzie wspdlczynniki Ax wynikaja z aproksymacji funkcji wielomianem interpolacyjnym Lagrange’a (przy
rownych odlegto$ciach migdzy weztami).

Latwo zauwazy¢, ze przyblizenie funkcji o duzej zmienno$ci w przedziale caltkowania za pomoca
wielomianu interpolacyjnego (zwtaszcza niskiego rzedu) moze okazac si¢ mato doktadne.

Dlatego stosuje sig:
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= kwadratury ztozone
» kwadratury adaptacyjne

Kwadratury zlozone zostaly oméwione powyzej, stosuje si¢ je zwykle tacznie z technikami

adaptacyjnego obliczania catek. Kwadratury adaptacyjne polegaja na wstepnym podziale przedziatu
catkowania na dwa podprzedziaty o rownej dlugosci i obliczeniu warto$ci calek na kazdym z nich za pomoca
kwadratury.
Przedzial w ktérym nie osiagnigto wymaganej doktadnosci jest ponownie dzielony na dwa podprzedziaty o
rownej dtugosci 1 powtarzane jest catkowanie na kazdym z nich oraz sprawdzana dokladnos$¢; w razie
potrzeby dokonywany jest kolejny podzial jednego lub obu tych przedzialéw az do osiagnigcia zalozonej
doktadnosci.

Istota kwadratury adaptacyjnej jest okreSlenie, czy zostala osiagnigta wymagana dokladnosé.
Sprawdzenia tego dokonuje si¢ w prosty sposob: majac obliczona wartos¢ Q, catki funkcji f(x) na danym
przedziale (a, b), oblicza si¢ jej warto$¢ po podziale przedziatu na dwie czgsci . Jezeli modut réznicy tych
wartosci jest mniejszy niz iloczyn modutu wstepnego przyblizenia i wzglednej tolerancji, to przyblizenie Q,
przyjmuje si¢ za wystarczajace, w przeciwnym wypadku postepuje si¢ zgodnie z procedura adaptacyjna, czyli
dzieli sig przedziatl na pot.

W bibliotece MATLAB-a zawarte sa dwie funkcje quad i quad8 umozliwiajace catkowanie
numeryczne w oparciu o dwie rézne procedury:

quad - adaptacyjna kwadratura oparta o regule Simpsona stosowana dla funkcji wolnozmiennych
(interpolacja wielomianem drugiego stopnia)

quad8 - adaptacyjna kwadratura o§mioprzedzialowa Newtona-Cotesa stosowana dla funkcji
szybkozmiennych  (aproksymacja wielomianem dsmego stopnia)

Q = quad(‘plik’, a, b, tol, trace)
Q = quad8(‘plik’, a, b, tol, trace)

a,b - przedzial calkowania

tol - wymagana tolerancja wzgledna (domyslna 107 )

trace - parametr ten, jezeli ma wartos¢ niezerowa,
umozliwia  wyswietlenie  wykresu  funkcji
podcatkowe;j zZ  zaznaczonymi  wezlami
kwadratury

Przebieg éwiczenia MATLAB:

1.) narysowac wykres funkcji podcatkowej w przedziale catkowania

2.) korzystajac z polecen quad i quad8 wyznaczy¢ dla danej funkcji podcatkowej warto$¢ calki
oznaczonej i narysowac jej wykres z zaznaczonymi weztami kwadratury

3.) porowna¢ wyniki z obu programéw
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Przyktad

1. Obliczy¢ warto$¢ catki: IS dx

0 2x+4/3x+1

1 narysowa¢ wykres funkcji podcatkowej w przedziale

catkowania.

$%scatkowanie
$funkcje y=f (x) zadeklarowa¢ w skrypcie o nazwie np. calk.m:

function y=f (x)
y=1./(2*x+sqrt (3*x+1))

%w oknie MATLAB-a napisa¢ i wywolac¢ polecenie:
O=quad('calk',0,5)
%w nowym skrypcie zamieé$cié¢ polecenia situzace do narysowania wykresu:

x=0:0.01:5

y=1./(2*x+sqrt (3*x+1))

plot(x,v)

grid on

title('calkowanie')

text (1.2,0.25, "wykres funkcji podcalkowej')
xlabel ("x")

ylabel ('y")

calkowanie

0.9 \
0.8 \
0.7

> 0.5 \\

0.3
N wykres funkcji podcalkowej
0.2
0.1 ]
0

Wartos¢ catki wynosi:
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Q= 09437

Wykres funkcji podcatkowej z zaznaczonymi we¢ztami kwadratury mozna rowniez uzyska¢ deklarujac w
poleceniu quad badz quad8 niezerowa warto$¢ parametru w:

Q=quad(‘calk’, 0,5, 1e-3, 1)

0.9
0.8

0.7t+° 8

0.5+ = .

0.4

0.2} " 1
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Ogolnie w kwadraturze adaptacyjnej punkty w ktorych obliczane sa wartosci funkcji podcatkowe;j
wybiera si¢ zaleznie od zachowania si¢ tej funkcji, natomiast w kwadraturze nieadaptacyjnej punkty te
wybiera si¢ w pewien ustalony sposob niezaleznie od charakteru funkcji.

Pakiet INTEGRAL umozliwia poroéwnanie 9 algorytmoéw catkowania automatycznego (w tym jeden
adaptacyjny). Kwadratury te mozna stosowa¢ do obliczania 20 catek. Funkcje podcatkowe zostaly podzielone
na cztery grupy:

» funkcje gladkie (nie zmieniajace si¢ szybko w przedziale (a, b) i posiadajace ciagte pochodne w
tym przedziale); A, B, C, D, E

= funkcje prawie osobliwe (funkcje ciagte w przedziale (a, b) o rosnacych nieograniczenie modutach
dla x — ¢, gdzie ¢ - punkt lezacy w poblizu przedziatu (a, b)); F, G, H, I, J

» funkcje szybko oscylujace (funkcje majace wiele max i min lokalnych w przedziale catkowania);
KL, M,N,O

» funkcje przedziatami ciagle, lub majace pierwsze pochodne przedzialami ciagle (funkcje lub ich
pochodne maja skonczona liczbe nieciagtosci w przedziale catkowania); P, Q, R, S, T

Przebieg ¢wiczenia MET-NUM (program INTEGRAL):

1.) obejrze¢ wykres danej funkcji podcatkowej; przepisac jej wzor i przedziat catkowania

2.) dla kolejnych doktadnosci 107, 10° i 107 i wszystkich metod przepisa¢ dla danej funkcji
przyblizone wartosci calki - res, bfad wzgledny - er, oszacowanie blgdu wzglednego - est, liczbg
odwotan do funkcji podcatkowej - nf, czas obliczen — czas

3.) na podstawie powyzszych danych dokona¢ wyboru optymalnej metody calkowania pod katem
zapewnienia najmniejszej wartosci btedu i najmniejszych kosztéw (tzn. czasu obliczen i liczby
odwotan do funkcji podcatkowe;))

Przebieg ¢éwiczenia MATLAB:
1.) narysowa¢ wykres funkcji podcatkowej w przedziale catkowania i obliczy¢ warto$¢ catki oznaczonej

wykorzystujac polecenia quad i quad8 dla doktadnosci 107, 107 i 107
2.) poréwnaé wyniki z obu programéw

Tabele wynikow kolejno dla dokladnosci 107,107 i 107

Metoda Wyniki

res er est nf czas

compNC

compGL

compLob

compRad

Simpson

Quanc

CCquad

RomBerg

Filon

MATLAB (quad) X X X X

MATLAB (quad8) X X X X
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Cwiczenia nr 8, 9_ 1 _10

ROZNICZKOWANIE
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Cwiczenie nr 8

Rozniczkowanie

W sposdb przyblizony ma by¢ rozwiazane zagadnienie poczatkowe:

Y'=F(t,Y)
Y(t) =Y,

w przedziale (ty, Tmax) zmiennej niezaleznej t, ktérego jednoznaczne rozwiazanie Y = Y(t) jest
rozniczkowalne dostatecznie wiele razy.

Rozwiazanie Y(t) moze by¢ funkcja skalarng lub wektorem
Y(6) = [y1(1), y2(8),-..r Ym(O)I"

w zalezno$ci od ilo$ci réwnan w uktadzie.

Kazde rownanie rozniczkowe wyzszego rz¢du postaci:
Y=Y, Yy

po wprowadzeniu oznaczen:

yl = Ya
2=y

y3 =y’
y;l';y(m-l)

mozna sprowadzi¢ do uktadu m rownan rzedu pierwszego:

KY1'=YZ
Y.)'=Ys
< e
Yot =Ym
Y =f(6Y 5000 Y )

Przedstawione w programie MET-NUM przyktady rozwiazywania réwnan rézniczkowych oparte sa o jawne
metody Rungego - Kutty. Ogélnie metody te mozna opisa¢ wzorem:

Y, =Y, + hZS: oK,

i=1

gdzie K, =F(,Y,), dla 1=2,3,...5.

i-1
K, =F(t,+bh; Y, +h> a,K))

=1
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Wspotczynniki metody mozna przedstawi¢ w tablicy:

bs ds1 as2 e dss-1
| (OV]] (V) W51 Oy

Pomigdzy wspotczynnikami metody zachodza nastepujace zwiazki:

=
I

r
&

-
1l
—

1i=2,3,...,8 s - liczba etapow metody,  h - krok

»

e
Il
[S=Y

i=1

Przez Y, 1 Ya+1 0znaczone zostaty rozwigzania numeryczne, natomiast Y(t,) 1 Y(tp+1) stanowia rozwiazania
doktadne w punktach t, 1 t,+1, gdzie t, = t,+1 + h, wigc:

Y, ~Y(t,)
Yn+1 ~ Y(t n+1)

Metody Rungego-Kutty naleza do metod jednokrokowych, tzn. rozwiazanie przyblizone Yn+1 W punkcie ty4q
jest wyznaczane tylko na podstawie rozwiazania Y, w punkcie t, i nie zalezy od wczesniej policzonych
przyblizonych rozwiazan Yp.1, Yn-2,... . Ulatwia to sterowanie dlugos$cia kroku w dowolnym momencie pracy
algorytmu.

Przeglad metod

Zasady konstruowania rozwiagzania numerycznego dla poszczegdlnych metod zostaly ponizej
przedstawione w sposob graficzny. Na wykresach gruba linia zaznaczone jest rozwiazanie dokladne. W
oparciu o zagadnienie poczatkowe i warunek brzegowy wyznaczana jest warto§¢ K; wspolczynnika
kierunkowego stycznej do wykresu rozwiazania doktadnego w punkcie poczatkowym (t,, Y,), a nastgpnie
rysowana jest styczna do tego wykresu w tym punkcie. Dla metody Eulera rozwiazanie numeryczne stanowi
warto$¢ Y1 W punkcie (ty+1, Yn+1). Zmniejszajac dlugosé kroku (tzn. dzielac kolejno przedziat (t,, ty+1) na
podprzedziaty o réwnej dtugosci) uzyskuje si¢ ciag stycznych zbiezny do rozwiazania doktadnego.

Wzér okreslajacy rozwiazanie numeryczne otrzymuje si¢ z przedstawionych powyzej zalezno$ci opisujacych
metody Rungego-Kutty, opierajac si¢ o tablicg wspotczynnikow charakteryzujaca dana metodg. Latwo
zauwazy¢, ze dla metody Eulera wzor ten jest rtOwnaniem prostej.

W pozostatych metodach rozwiazanie numeryczne konstruowane jest w sposob analogiczny.

1) Metoda Eulera (1,1)

b;=0; ajj = 0 = Ki=F(ty, , Yy, Ki=0
1 0w = 1 e g -
U

Yn+1=Yn + hI<1

(tablica (wspotczynniki) (rozwiazanie numeryczne)
wspoOtczynnikow)
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Y
Y(tnﬂ) 3
" blad
Yn+1 J
Yu Ky
t
th tath

2) Modyfikacja metody Eulera (1,2)

1 1 b2 = 1; ;=1 = K= F(tn, , Yn), K, = F(tn+h, Yn+hK1)

110 1 o =0; =1 — — _

U
Yn+1=Yn + hKZ
Y
Yn+1
blad
Y(tn+1)
K,
K>
Ya K,
t
th tn+h

3) Metoda Runge’go (2,2)

1/21/2 by,=1/2; ap = 1/2; = Ki=F(tn, , Yn), Ky =F(t,+1/2h, Y, +1/2hK;)
0 1 o;=0; o =1 — ~ _/
U

Yn+1=Yn + hKZ
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Y
Yn+l
Y(tn+1)
Ya
t t,+12h t,-+th
4) Metoda Eulera — Cauche’go (2,2)
1l 1 b2 = 1; A = 1; = K= F(tn, 5 Yn), K, = F(tn‘l'h, Yn+hK1)
12 12 o= 12 wy=1/2 N~ ~ _/
U
Y,+1=Yn + h(1/2K;1+1/2K5)
Y
Y(te1) P }blqd
Yn+1
(K1+K3)/2 K>
K,
Y. K,
% t
tn t,+1/.2h t,th
5) Metoda Heuna (3,3)
1/3] 1/3 b,=1/3; ax = 1/3; K= F(tn, R Yn),
2/31 0 2/3 bs;=2/3; az = 0; azp =2/3 = K; =F(t,+1/3h, Y,+1/3hK})
| /4 0 3/4 oi=1/4;  ®=0; o;=3/4; Ks = F(t,+2/3h, Y, +2/3hK))
- J
YT
U

Yoi1=Ya + h(1/4K+3/4K3)
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Y
Yt } blad
Y(tn+1)
K3
K;
Ya K
| ‘ | ‘ t
th 1/4 1/3 1/2 2/3 3/4 t, +h
6) Metoda Rungego-Kutty (4,4)
172 1/2 b,=1/2; ay = 1/2;
172 0 172 b3: 1/2; a3 = 0; az = 1/2;
1 0 0 1 b4:1; b41:O; b42:0; b43:1;
‘ 1/6 1/3 1/3 1/6 ;= 1/6; w, = 1/3; w; = 1/3; Wy = 1/6;
— -
—
U
Kl = F(tno s Yn):
K; =F(t,+1/2h, Y,+1/2hK})
K3 =F(ty+1/2h, Y, +1/2hK5)
K4 =F(t,th, Y, thKj)
— _/
V
U
Y, +1=Ynth(1/6 K +1/3K5+1/3K3+1/6Ky)
Y
Y(tn+1)
Yot T blad
Ya
: t
th 1/6 1/3 1/2 2/3 5/6 t, +h

Przebieg ¢wiczenia MET-NUM (program RK - ELEM ):



3)
4)

5)
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obejrze¢ wszystkie przyktady (Rodzina rozwiazan)

wybra¢ przyktad A (Elementarz metod) i stosujac kolejno wszystkie metody, przesledzi¢
konstruowanie rozwigzania numerycznego oraz zaobserwowac jak zachowuje si¢ ciag rozwigzan
przy zmniejszaniu dtugosci kroku

dla przyktadow K i J zastosowa¢ metod¢ Eulera(1,1) i zaobserwowaé zachowanie si¢ rozwiazania
przy zmianie dtugosci kroku (K — niestabilny, J — nadstabilny)

dla podanego zagadnienia poczatkowego przepisa¢ zalezno$ci okre$lajace to zagadnienie jego
warunki brzegowe i rozwiazanie dokladne

dla powyzszego zagadnienia (Poréwnanie metod rzedu 1 — 4) zbada¢ wptyw zmiany dtugos$ci kroku
(1. krokow zmienia¢ przez podwajanie 2, 4, 8 .... 512) na warto$¢ btedu w punkcie koncowym dla
czterech przedstawionych w programie metod

przepisa¢ dla podanych wyzej ilosci krokéw wartosci blgdow w punkcie koncowym

dla wszystkich metod narysowac¢ wykresy (w skali logarytmicznej): blad = f(I. krokow) 1 wyciagnac
wnioski nt. efektywno$ci metod

Blad w punkcie koncowym

Liczba Metoda
podzia]()w Euler (1, 1) Runge (2, 2) Heun (3, 3) Runge — Kutta MATLAB MATLAB
“4,4) (ode23) (ode45)

2 X X
4 X X
8 X X
16 X X
32 X X
64 X X
128 X X
256 X X
512 X X

X

X

Doktadno$¢ metod Rungego-Kutty jest rozumiana w sensie bledu aproksymacji, tzn. liczona jest rdéznica
pomigdzy rozwigzaniem dokladnym a numerycznym. W tym celu we wzorach okreslajacych wspotczynniki
K; i K; oraz rozwigzanie numeryczne Yp+; zamiast warto$ci przyblizonej Y, przyjmowana jest wartos¢
doktadna Y(t,) 1 liczone sa wartosci tych wspdiczynnikéw oraz rozwigzania numerycznego dla pewnego
kroku h, a nastepnie wyznaczany jest biad lokalny stanowiacy réznice pomigdzy rozwiazaniem dokladnym i
numerycznym.

Btad aproksymacji (btad lokalny) metody Rungego-Kutty ma postac:

ra () = Y(t, +h)— (Y(t,)+h oK, (b))

i=1

Dla dostatecznie matych wartosci h, btad aproksymacji mozna rozwina¢ w szereg potegowy wzgledem h:

2

r,,,(h)=r,, (0)+hr,, (0)+ hTr,;‘H 0)+...

Metoda Rungego-Kutty jest rzedu p , jezeli dla kazdego zagadnienia poczatkowego zachodzi:
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r,, (0)=0, r., (0)=0,. r®2®=0 r*"0)=0

et nil
czyli btad lokalny ma postac:
rn+1(h ) = O(ty, Y(t,))h*™ + O(h*?)
O(ty, Y(t,))h*" cze$¢ glowna bledu lokalnego

Najprostsza metoda automatycznego dobierania dhugosci kroku h polega na wyznaczeniu przyblizone]
wartosci czesci gldwnej btedu lokalnego i1 dobraniu takiego kroku h, aby spetniona byta zaleznosé:

|D(ta, Y(ta))h"'|| <&

dla zadanej wartosci g, gdzie || || oznacza normg wektora.

Bledem globalnym albo catkowitym metody w punkcie t, nazywamy wielko$¢:

8[1 = Yn - Y(tn)

W programie MATLAB dostepnych jest kilka funkcji pozwalajacych na rozwiazanie zagadnienia
poczatkowego dla uktadow rownan rézniczkowych zwyczajnych postaci:

d n
%=F(t,y), Y(#) =Y, Y,¥o€R

Przykladowo rozpatrzone zostang dwie z nich (ode23 i ode45).
Kazda z tych funkcji korzysta z pary metod Rungego-Kutty rzgdu 2 i 3 (ode23) lub rzedu 3 1 4 (ode34).

[t, Y] = ode23(‘plik’, t0, tk, yO0, tol, tr)
[t, Y] = oded5(‘plik’, t0, tk, yO0, tol, tr)

plik - nazwa pliku (bez rozszerzenia) w ktérym zdefiniowana jest funkcja F(t, y)
t0, tk - przedzial czasu w ktorym poszukiwane jest rozwiazanie
y0 - warunek poczatkowy (wektor kolumnowy zawierajacy warto$¢ rozwiagzania w chwili

poczatkowej)
tol - parametr okre$lajacy doktadnos$¢, domyslna warto$é: 10~ dla ode23 i 10° dla ode45
tr - parametr ten, jezeli ma warto$¢ niezerowa umozliwia wypisanie na ekranie kolejnych
krokéw metody

Aby wyznaczy¢ warto$¢ rozwiazania nalezy, po zadeklarowaniu funkcji F(t, y), napisaé w oknie programu
polecenie, o postaci jak powyzej, zawierajace nazwe¢ odpowiedniej funkcji ode.

Po wprowadzeniu oznaczenia dy = F(t, y), funkcj¢ F(t, y) mozna zadeklarowa¢ w skrypcie z rozszerzeniem
‘m’ w sposob nastgpujacy:

function dy = F(t, y)
dy =

W przypadku rownania rézniczkowego zwyczajnego wyzszego rzedu nalezy, wprowadzajac dodatkowe
zmienne, sprowadzi¢ to rownanie do uktadu rownan rzedu pierwszego i definiujac funkcje F(t, Y) zamiescic¢
wszystkie rGwnania w macierzy.

Przebieg ¢wiczenia MATLAB:
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1.) zadeklarowa¢ funkcj¢ F(t, y), a nastgpnie korzystajac z polecenia ode23 wyznaczy¢
wektor rozwigzania numerycznego w przedziale (t0, tk)

2.) w nowym pliku umiesci¢ zalezno$¢ okreslajaca rozwiazanie doktadne i wyznaczy¢ jego wartos¢ w
przedziale (t0, tk)

3.) obliczy¢ btad rozwiazania, tzn. réznicg pomig¢dzy rozwiazaniem dokladnym a numerycznym,
przepisa¢ wartos¢ bledu w punkcie koncowym oraz policzy¢ liczbe krokow wykorzystujac polecenie
size

4.) blad rozwiazania poréwnac z wartosciami bledow uzyskanymi (przy odpowiedniej ilosci krokéw) dla
metod z programu MET-NUM rzedu 213

5.) narysowa¢ w jednym uktadzie wspotrzednych wykres rozwiazania doktadnego i numerycznego a w
drugim wykres bigdu

6.) punkty 1-4 powtdrzy¢ dla polecenia ode 45; wartosci blgdu w punkcie koncowym pordéwnaé z
odpowiednimi warto$ciami btedow wyznaczonymi w programie MET-NUM dla metod rzgdu 4
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Przyklady
1. W przedziale < 0; 3 >, stosujac metode ode23, znalezé rozwiazanie nastgpujacego roéwnania
. 1 .. .
rézniczkowego: ((11—}; = ek spetniajacego warunek poczatkowy y(0) = 0. Wyznaczy¢ btad w punkcie
+

koncowym 1 narysowaé¢ wykres rozwiazania numerycznego 1 dokladnego w jednym uktadzie
wspotrzednych a wykres bledu w drugim. Rozwiazanie doktadne okreslone jest zaleznos$cia: y = arctg(t) .

$%rdzniczkowanie
$funkcje y’=f(t,y) zadeklarowa¢ w skrypcie o nazwie np. rozn.m:

function dy=F(t,vy) sdy=y
dy=1./(1+t."2)

$w oknie MATLAB-a napisa¢ i wywolac¢ polecenie:
[t,Y]=0de23('rozn"', [0 3],([01") %Y - rozwigzanie numeryczne

$w nowym skrypcie zamiescic¢ polecenia stuzace do narysowania wykresu
%1 wyznaczenia wartos$ci bitedu rézniczkowania

y=atan (t) %y — rozwigzanie doktadne
bl=y-Y $bl - btad rézniczkowania

subplot (2,1,1)

plot(t,Y,t,y)

grid on

title('rozniczkowanie')

text (1.2,0.7, 'rozwiazanie numeryczne i dokladne')

xlabel ("t")
ylabel ('y")
subplot (2,1,2)
plot(t,bl)
grid on
text (1.2,3e-5, 'wykres bledu')
xlabel ("t")
ylabel ('y")
rozniczkowanie
1.5
- —
1
> rozwiazanie numeryczne i dokladne
0.5
0
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
t
x 10°
8
> 4
wykres bledu —
2 4//////
0
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Rozwiazania uzyskane w MATLAB-ie:

czas rozwiazanie rozwiazanie blad
numeryczne dokladne
t= Y= y= bl =
1.0e-004 *

0 0 0 0
0.0001 0.0001 0.0001 0.0000
0.0005 0.0005 0.0005 0.0000
0.0025 0.0025 0.0025 0.0000
0.0125 0.0125 0.0125 0.0000
0.0625 0.0624 0.0624 0.0002
0.1543 0.1531 0.1531 0.0061
0.2810 0.2740 0.2740 0.0424
0.4472 0.4205 0.4205 0.1640
0.6819 0.5984 0.5985 0.4944
0.9819 0.7762 0.7762 0.7331
1.2819 0.9082 0.9083 0.6621
1.5819 1.0070 1.0071 0.5453
1.8819 1.0823 1.0824 0.4527
2.1819 1.1410 1.1410 0.3896
2.4819 1.1877 1.1878 0.3482
2.7819 1.2257 1.2257 0.3210
3.0000 1.2490 1.2490 0.3157

Warto$é bledu w punkcie koficowym wynosi 0,3157%10,

2. Dla te < 0; 10 > znalez¢ rozwiazanie nastgpujacego rownania rozniczkowego Il-rzedu
2

d’y + Zd—y +y =0 o zadanym warunku brzegowym y(0) = [1 0].

dt? dt

Aby rozwiaza¢ powyzsze rownanie nalezy sprowadzi¢ je do uktadu dwoch rownan I-rzedu wprowadzajac
dodatkowe zmienne yj 1 y»:

d
Y. =Y ':%}==y2
y - - dy
P dt d—t2=—2y2—y1

$%rownanie rézniczkowe II-go rzedu

$funkcje d2y=F(t,y) zadeklarowa¢ w skrypcie o nazwie np. rozn2.m:
function d2y=F(t,y) sd2y=y""'
d2y=[y(2);-y(1)-2*y(2)] sy(l)=y y(2)=y’

%w oknie MATLAB-a napisa¢ i wywotac¢ kolejno polecenia:



[tl,Y1l]=0de23('rozn2', [0 101,[1 0O1") %Y1l - rozwigzanie numeryczne metoda ode23
[t2,Y2]=0ded5('rozn2"', [0 10]1,[1 0O1") %Y2 - rozwigzanie numeryczne metoda odedb5

%w nowym skrypcie zamie$cié¢ polecenia stuzace do narysowania wykresow

subplot(2,1,1)

plot(tl, Y1) %Y1l - pierwsze i drugie rozwigzanie metoda ode23
xlabel ('t")

title('rownanie rozniczkowe II-go rzedu')

ylabel ('ode23")

text (3,0.4, 'rozwiazanie Y1[1]")

text (3,-0.25, 'rozwiazanie Y1[2]")

subplot (2,1,2)

plot(t2,Y2(:,2)) $Y2(:,2) - drugie rozwigzanie metoda ode4d5
xlabel ('t")

ylabel ('odedb5")

text (3,-0.2, 'rozwiazanie Y2([2]")

rownanie rozniczkowe lI-go rzedu

1 T T T T T T T T T

0-5r rozwiazanie Y1[1] i

\ rozwiazanie Y1[2]

ode23

o
o

rozwiazanie Y2[2]

oded5
S
N

o
~
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Cwiczenie nr 9

Stabilnos¢ metod Rungego-Kutty

Przyjmujemy, ze metoda numeryczna jest absolutnie stabilna dla danej dtugosci kroku catkowania h,
jezeli zastosowanie tej metody do liniowego uktadu stabilnego daje ciag rozwiazan przyblizonych y, zbiezny
do zera, gdy n = o dla h = const.

Gdy te warunki nie sg spetnione to po wykonaniu nawet niewielkiej ilosci krokéw rozwiazania przyblizone
na ogot szybko rosna dajac tzw. lawing bledow. W celu uniknigcia gwaltownego narastania bledu nalezy
zmniejszy¢ krok calkowania. Jezeli odpowiednio zmniejszymy dtugos¢ kroku mozemy otrzymac ukiad na
granicy stabilnosci.

Stabilno$¢ absolutna metody rozniczkowej zalezy od wyboru zagadnienia poczatkowego i od dlugosci kroku
catkowania. Aby tatwiej mozna byto okresli¢ zakres dopuszczalnych zmian dtugosci kroku h kreslony jest na
ptaszczyznie zmiennej zespolonej tzw. obszar stabilnosci absolutnej metody.

Obszarem stabilno$ci absolutnej nazywa si¢ podzbior Q ptaszczyzny zespolonej C taki, ze ciag {y(n)}
wartos$ci rozwigzania numerycznego (otrzymanego badana metoda ze stalym krokiem h takim, ze Ah nalezy
do wnetrza tego podzbioru) dazy do 0 przy n rosnacym:

lim {y(n)} -0
n—»ao

Przedzialem stabilno$ci absolutnej nazywa si¢ wspolna czes$¢ obszaru Q 1 osi Re.

Program RK-STAB kresli na ekranie brzeg obszaru stabilno$ci absolutnej jawnych dwuetapowych metod
Rungego-Kutty rzedu 1 i 2 zdefiniowanych tabela wspotczynnikow:

a
u v

Dla metod rzedu co najmniej pierwszego spetniona jest zalezno$¢:
utv=1

W celu zbadania stabilnosci absolutnej metod liniowych rozwiazywania réwnan rézniczkowych
rozpatrywane jest nastgpujace rownanie testowe:

y’=Ay o warunku poczatkowym: y(0)=1
Rozwiazanie numeryczne powyzszego rOwnania za pomoca dwuetapowej metody Runge’go-Kutty wyraza si¢
wzorem:

y(n+1) = [1+ Ah+ av(Ah)’ | y(n)

Zaktadamy, ze: Ah jest liczba zespolona oraz wprowadzamy parametr P:

Ah=r+is i P=av

wowczas rownanie brzegu obszaru stabilnosci absolutnej bedzie nastgpujace:
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| y(n+1) | =] y(n) |
wigce po uwzglednieniu wezesniejszych zaleznosci otrzymujemy:
| P(r + is)*H(r +is) +1| =1

Roéwnanie brzegu obszaru stabilno$ci absolutnej wyprowadza si¢ w zaleznosci od parametru P.
Dla P < 0,5 najpierw znajduje si¢ przedzialy stabilnosci absolutnej, tzn. wyznacza si¢ wartos¢ r dlas =0, a
nastgpnie dla kazdej wartos$ci r z tych przedzialow okresla si¢ s = s(r). W przypadku P > 0,5 krzywa bedaca
wykresem powyzszego rownania staje si¢ wklgsta, wigc nie mozna jej w sposodb jednoznaczny opisac, dlatego
w tym przypadku korzysta si¢ z zaleznosci r = r(s).

Wartos¢ parametru P jest $cisle powiazana z rzegdem metody:

= P=0 -metoda Eulera(1,1)

= P=0,5- metoda rzedu 2

= P=1 -modyfikacja metody Eulera (1,2)

= pozostate wartosci P — modyfikacje metod Rungego-Kutty 1-go rzedu 2-etapowych

Przebieg ¢wiczenia MET-NUM (program RK - STAB):

1.) dla wybranego przyktadu obejrze¢ wszystkie metody rzedu 1 i 2 a nastgpnie wyznaczy¢ dla kazdej z
nich warto$¢ parametru P (RK-ELEM — Elementarz metod)

2.) przerysowac ksztatt obszaru stabilnos$ci absolutnej (RK-STAB) dla powyzszych warto$ci parametru P

3.) w przedziale 0 < P < 0,5 okresli¢ jak zachowuje si¢ ksztalt obszaru stabilno$ci absolutnej, gdy
zmienia si¢ warto$¢ P; dla jakich wartosci P obszar jest spdjny a dla jakich otrzymuje si¢ najdtuzszy
przedziat stabilno$ci absolutnej (zamie$ci¢ odpowiednie wykresy)

4.) w przypadku P > 0,5 obejrze¢ wykresy dla P = 0,6; 1,5; 2; 5; 10; 100; 1000, zaobserwowa¢ jaki
wptyw na ksztatt i wielko§¢ obszaru stabilnosci absolutnej oraz na dlugo$¢ przedziatu stabilnosci
absolutnej ma zwigkszanie parametru P. Jak zmieniaja si¢ warto$ci Remin, Reman, IMpin, IMpyap
(zamiesci¢ wykresy).
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Rownanie rozniczkowe okregu

Roéwnanie okrggu na plaszczyznie ma postac nastepujaca:

X = c0s ot o - parametr
y = sin ot t € [0; Trmaxl

Po dwukrotnym zrézniczkowaniu drugiego rownania otrzymuje si¢ rownanie rézniczkowe II rzgdu, ktore jest
réwnaniem rézniczkowym okregu:

y’ = ® cos ot = y’= -o’sin ot = y’+ o)zy =0

Po wprowadzeniu zmiennej Zz = ®X = ® cos ®t mozna powyzsze rOwnanie zapisa¢ w postaci uktadu dwoch
réwnan rzgdu pierwszego lub w postaci macierzowe;j:

- BHIE - e
7'= -0’y '] -0’ 0]|z

M. o )
Y= i F(t,Y) = Y

z -0’ 0

a warunek brzegowy jest nastgpujacy: y0)=0 i z0)=o

gdzie:

Pierwiastki A rownania Y’ = F(t, Y), czyli wartosci wlasne macierzy uktadu réwnan rézniczkowych, sa
liczbami czysto urojonymi:

A=o’=(0)-io) = Ai=tio

Jezeli warto$ci wlasne macierzy uktadu réwnan rézniczkowych leza w obszarze stabilno$ci absolutnej danej
metody, to metoda ta jest stabilna dla tego uktadu rownan.
Powyzsze réwnanie rézniczkowe okrggu bedzie ponizej rozwiazywane ze statym krokiem pigcioma
metodami Rungego-Kutty rz¢du pierwszego 1 drugiego.
1.) Metoda jawna Eulera (1,1)
W metodzie jawnej Eulera rozwiazanie numeryczne rOwnania rdzniczkowego wyraza si¢ wzorem:

Yn+1 = Yn + hF(tna Yn)

dla rownania rézniczkowego okregu zachodzi:

e
F(t,,Y,)= ) Y,

- 0

tak wiec:

Y 1 h Y =AY
n+l — —0)2h 1 n n
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macierz A nazywana jest macierza przejscia.
Po obliczeniu wyznacznika A macierzy A mozna znalez¢ jej warto$ci wlasne A:

A=1+oh*=(1+ieh)1-ieh) = A=1% ioh

Jezeli moduty wartosci wiasnych macierzy przejscia sa wigksze od 1, to dana metoda jest metoda
niestabilna dla rozpatrywanego rownania rézniczkowego.

A|=v1+e’h* >1

Metoda jawna Eulera jest metoda niestabilng dla rownania rozniczkowego okregu.

Obszarem stabilnosci absolutnej metody Eulera na ptaszczyznie zmiennej zespolonej Ah jest koto o
srodku w punkcie (-1, 0) 1 promieniu 1. Warunkiem stabilnos$ci jest, aby wszystkie wartosci wlasne
macierzy uktadu Ah lezaty w tym obszarze.W przypadku rdwnania rozniczkowego okrggu wartosci te
sg czysto urojone, leza wicc na osi Im niezaleznie od kroku h.

Im

Re

2.) Metoda Eulera-Cauchego (2,2)

W metodzie Eulera-Cauchego macierz przejscia dla rownania rézniczkowego okrggu ma postac
nastepujaca:

~o’h 1-(oh)’ /2
wartosci wlasne wyrazaja si¢ wzorem:

A =(1-1/2(wh)*) + i oh

natomiast ich moduty:
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A =1/1+%m4h4 >1

sa wicksze od 1, wigc metoda Eulera-Cauchego jest rdwniez metoda niestabilng dla rownania
rozniczkowego okrggu. Jak mozna zauwazy¢ na podstawie przyktadéw z pakietu RK-STAB obszarem
stabilno$ci absolutnej dla tej metody jest obszar nieco wigkszy niz w przypadku metody jawnej Eulera,

ale warto$ci wlasne leza rowniez poza tym obszarem.

3.) Metoda stabilna dla r6wnania rézniczkowego okregu (1,2)

Metoda ta jest modyfikacja metody Eulera-Cauchego, a macierz przejscia dla réwnania
rézniczkowego okregu okreslona jest zalezno$cia:

1-P(oh)’ h
A= ,
~©’h 1- P(wh)
gdzie: P=av (aiv - wspotczynniki metody)

Warto$ci wlasne wyrazaja si¢ wzorem:
A=(1-P(oh)) £ i oh

Aby omawiana metoda byta rzedu co najmniej pierwszego wspodtczynniki u i v musza spetniaé
nastgpujaca zaleznos¢:

utv=1

Korzystajac z warunkiem stabilnosci metody:
A< 1

otrzymujemy:

(@h)*<(@2P-1)/P?

Warunek ten moze by¢ spetniony jedynie dla P > 0,5 a wowczas:

|oh| < (05 (2P —1)/P)

czyli tak nalezy dobra¢ krok h, aby warto$¢ wh nalezata do powyzszego przedziatu.

4.) Metoda niejawna Eulera (1,1)

Metoda niejawna Eulera opisana jest zaleznoS$cia:
Yn+1 = Yn +hF(tn+1, Yn+1)

W celu wyznaczenia obszaru stabilno$ci absolutnej dla tej metody rozwiazuje si¢ skalarne réwnanie
testowe o postaci:
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v = gdzie A -  liczba zespolona

Rozwiazanie numeryczne powyzszego rdwnania metoda niejawna Eulera jest nastgpujace:

1

You =myn

Warunkiem stabilnos$ci metody jest aby:

| Vo1 [ <[ ¥n|

Warunek ten bgdzie spetlniony jezeli [1-Ah| >1, czyli jezeli warto$¢ Ah bedzie lezata na ptaszczyznie
zmiennej zespolonej poza kotem jednostkowym o $rodku w punkcie (Re, Im) = (1, 0). Tak wigc
obszarem stabilno$ci absolutnej] metody niejawnej Eulera jest zewnetrze powyzszego kota
jednostkowego.

Warto$ci wlasne macierzy uktadu rownan rézniczkowych opisujacych réwnanie rézniczkowe okregu
sa czysto urojone, leza wigc w_obszarze stabilnosci absolutnej metody niejawnej Eulera. Metoda ta
jest metoda stabilna dla réwnania rézniczkowego okregu.

5.) Wzor trapezow (2,2)

Metoda trapezOw opisana jest zaleznoscia:
Yn+1 = Yn + O,Sh(F(tn, Yn) + F(tn+1a Yn+1))
natomiast rozwigzanie numeryczne skalarnego roOwnania testowego ma posta¢ nastgpujaca:

_1+Ah
yn+1 l—xh yn

Wartos$ci wtasne macierzy ukladu sa czysto urojone A =% i ®, wigc:

| Vo1 [ =] ¥n | gdyz:

1+2\h _1
1-2h

Obszarem stabilno$ci absolutnej w przypadku wzoru trapezow jest lewa poélptaszczyzna zmiennej
zespolonej Re < 0 wraz z osia urojonych. Wartoéci wlasne macierzy uktadu leza na osi urojonych,
czyli na brzegu obszaru stabilno$ci absolutnej metody trapezéw. Metoda ta dla réwnania
rozniczkowego okrggu jest zawsze na granicy stabilno$ci niezaleznie od dlugosci kroku h.

Przebieg ¢wiczenia MET-NUM (program RK-OKRAG ):

1.) przy ustalonej wartosci @ (odpowiednio @ = 1; 2; 3...) zmienia¢ warto$¢ kroku h i zaobserwowac¢ jak

zachowuje si¢ ciag rozwiazan réwnania rozniczkowego okregu rozwiazywanego metoda Eulera;
odpowiednie wykresy zamiesci¢ w sprawozdaniu

2.) dla tej samej warto$ci ® przeanalizowa¢ metodg Eulera-Cauchego
3.) w przypadku metody stabilnej dla rownania rézniczkowego okrggu tak dobra¢ warto$¢ parametru P,

aby uzyska¢ mozliwie najwigkszy zakres zmian kroku h przy stalej wartosci ®, a nastgpnie dla tej
warto$ci P okresli¢ graniczna wartos¢ kroku h zapewniajaca stabilno$¢ metody

4.) analogicznie jak w p.1 przeanalizowa¢ metod¢ niejawna Eulera i wzor trapezow; wykresy zamie$ci¢

w sprawozdaniu
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Cwiczenie nr 10

Zastosowanie metod Rungego-Kutty

Doktadno$é rozwiazania rdwnania rozniczkowego uzyskanego metodami numerycznymi zalezy m.in.
od zastosowanej metody i od algorytmu sterowania dtugo$cia kroku. Jezeli znane jest rozwiazania doktadne
mozliwe jest wyznaczenie norm bledu wzglednego, bezwzglednego, globalnego oraz bledu w punkcie
koncowym rozwiazania numerycznego.

Sprawno$¢ metody okreslona jest jako procentowy udziat krokow akceptowanych do ogélnej liczby krokow
w obliczeniach ze zmiennym krokiem, natomiast koszty metody stanowi liczba odwotan do podprogramu
obliczajacego warto$¢ prawej strony rownania.

Sterowanie dlugoscia kroku przeprowadzane jest na podstawie oszacowania wartosci btedu lokalnego
(wzglednego lub bezwzglednego), ktore dokonywane jest réwniez dla kroku statego.

Wartos$¢ bledu lokalnego mozna szacowaé wykorzystujac:

= wlasny wzor szacujacy metody
= metode wlozong

= ekstrapolacje¢ Richardsona

= metodg towarzyszaca

Sterowania dtugos$cia kroku dokonywane jest poprzez:

= potowienie / podwajanie kroku
* mnozenie kroku przez wspdtczynnik

Przedstawiajac przyblizenie normy czgsci gtownej btedu lokalnego w postaci:

z=Ch* C >0 - zalezy od uzyskanego rozwiazania
k - zalezy od rzedu metody

dla polowienia kroku otrzymuje si¢ nastepujace kryterium akceptacji kroku:

Ch¥<g €  -zadana wartos¢

Jezeli powyzsza nierd6wnos¢ jest spelniona to obliczenia powtarzane beda z nowym krokiem H=h /2 pod
warunkiem, ze krok ten bedzie jeszcze krokiem dopuszczalnym tzn.: hMin<H .

Mozna réwniez podwoi¢ warto$¢ kroku pod warunkiem spetnienia zaleznosci:

C (2 h)* < ¢ SafetyFac 0 <SafetyFac<1 — wspotczynnik bezpieczenstwa
wowczas nowy krok H =2 h musi by¢ sprowadzany jeszcze do dopuszczalnego przedziatu kroku:
H := min(H, hMax)

Dla mnozenia kroku przez wspotczynnik H =y h , wspotczynnik y wyznaczany jest rdwniez z nieréwnosci
zawierajacej wspotczynnik bezpieczenstwa:

C (y h)* < € SafetyFac

y*z < g SafetyFac

vy < (e SafetyFac/ z)(” k)
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Krok ten nie moze ulega¢ zbyt duzym i naglym zmianom, dlatego wspotczynnik y musi spetnia¢ warunek:
FacMin <y < FacMax

czyli:
hMin < H < hMax

Wartosci hMax, hMin, SafetyFac, FacMin, FacMax, sa ustalonymi przez uzytkownika parametrami
stuzacymi do korygowania kroku obliczen. Jezeli krok jest zbyt duzy jego warto$¢ jest redukowana do
hMax, natomiast jezeli jest mniejszy niz hMin nastgpuje przerwanie obliczen.

Przebieg ¢wiczenia MET-NUM (program RK-ROZW ):

1.) dla danego zagadnienia poczatkowego zastosowac:
¢ metode 3-go rzedu klasyczna (3,3)
» towarzyszaca 4-go rz¢du klasyczna (4,4)
+ krok staty
- szacowanie btedu bezwzglednego
- bez szacowania bledu
podwajanie / potowienie kroku
- szacowanie biedu bezwzglednego
- bez szacowania bledu
mnozenie kroku przez wspotczynnik
- szacowanie btedu bezwzglednego
- bez szacowania bledu
= ckstrapolacj¢ Richardsona
+  krok staty
- szacowanie bledu bezwzglednego
- bez szacowania bledu
podwajanie / potowienie kroku
- szacowanie bledu bezwzglednego
- bez szacowania bledu
mnozenie kroku przez wspotczynnik
- szacowanie btedu bezwzglednego
- bez szacowania bledu
2.) dla powyzszego zagadnienia poczatkowego zastosowac:
¢ metode 4-go rzedu klasyczna (4,4)
= towarzyszaca Shanks’a (5,5)
= ckstrapolacj¢ Richardsona
wraz ze sterowaniem dlugo$cia kroku i szacowaniem btedu bezwzglednego jak w p.1
3.) wyniki zamiesci¢ w tabeli:

Liczba krokéw Liczba Blad t Blad Norma max bledu % Udzial
(liczba krokow | odwolan | lokalny globalny bezwzglednego krokow
akceptowanych) | do funkcji akceptowanych

dla bledu | dla bledu w
globalnego| punkcie
koncowym
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4.) zaobserwowa¢ jaki wplyw na wartosci btedow oraz na koszty obliczen i sprawno$¢
metod ma:

= sterowanie dlugoscia kroku 1 szacowanie btedu bezwzglednego
= zwigkszenie rzgdu metody
= zastosowanie metody towarzyszacej lub ekstrapolacji Richardsona
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